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R é s u m é
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u n l a r g e é v e n t a i l d e m é t h o d e s d ’ a n a l y s e s t a t i s t i q u e q u i v i s e n t à l i e r d e s
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A b s t r a c t
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d e a l i n g w i t h a h i g h n u m b e r o f p e r t u r b e d i n p u t s . T h e s e a l l o w t o r e d u c e
t h e n u m b e r o f s i m u l a t i o n r e q u i r e d t o d e s c r i b e t h e s y s t e m . M o r e o v e r , n o v e l
m e t h o d s a r e p r o p o s e d t o v i s u a l i z e u n c e r t a i n t i e s w h e n d e a l i n g w i t h e i t h e r a
h i g h d i m e n s i o n a l i n p u t p a r a m e t e r s p a c e o r a h i g h d i m e n s i o n a l q u a n t i t y o f
i n t e r e s t .
T h e d e v e l o p e d m e t h o d s c a n b e u s e d i n v a r i o u s f i e l d s l i k e h y d r a u l i c m o d -
e l l i n g a n d a e r o d y n a m i c m o d e l l i n g . T h e i r c a p a b i l i t i e s a r e d e m o n s t r a t e d i n
r e a l i s t i c s y s t e m s u s i n g w e l l e s t a b l i s h e d c o m p u t a t i o n a l f l u i d d y n a m i c s t o o l s .
L a s t l y , t h e y a r e n o t l i m i t e d t o t h e u s e o f n u m e r i c a l e x p e r i m e n t s a n d c a n b e
u s e d a s w e l l f o r r e a l e x p e r i m e n t s .
K e y w o r d s : U n c e r t a i n t y Q u a n t i f i c a t i o n , D e s i g n o f E x p e r i m e n t s , H i g h d i -
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P a g e 2 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
1 | C o n t e x t
C e c h a p i t r e p r é s e n t e l e c o n t e x t e d a n s l e q u e l c e t r a v a i l d e
t h è s e s ’ i n s c r i t .
L ’ o p t i m i s a t i o n r o b u s t e e t l e p r o c e s s u s d e c o n c e p t i o n l u i -
m ê m e s o n t d e s o b j e c t i f s m a j e u r s d e s t r a v a u x d ’ i n g é n i e r i e r é a -
l i s é s e n s i m u l a t i o n n u m é r i q u e , n o t a m m e n t d a n s l ’ i n d u s t r i e a é -
r o n a u t i q u e [ 6 1 ] . A f i n d e r é d u i r e l e n o m b r e d ’ i t é r a t i o n s e n t r e
l a c o n c e p t i o n e t l e s e s s a i s , l e s o u t i l s d e s i m u l a t i o n n u m é r i q u e
d e s f l u i d e s ( C F D ) s o n t d e p l u s e n p l u s u t i l i s é s . A u j o u r d ’ h u i ,
d e s s i m u l a t i o n s c o m p l e x e s s u r d e s g r i l l e s à h a u t e r é s o l u t i o n
s o n t p o s s i b l e s g r â c e a u x d é v e l o p p e m e n t s c o n t i n u s d e s m o -
d è l e s n u m é r i q u e s e t d e s r e s s o u r c e s d e c a l c u l s ( H P C ) . O r ,
l e s s i m u l a t i o n s d é t e r m i n i s t e s n e f o u r n i s s e n t q u ’ u n e c o n n a i s -
s a n c e l i m i t é e d ’ u n s y s t è m e . L e s i n c e r t i t u d e s d a n s l e m o d è l e
n u m é r i q u e e t d a n s l a f o r m u l a t i o n d u p r o b l è m e s e t r a d u i s e n t
i n é v i t a b l e m e n t p a r d e s i n c e r t i t u d e s s u r l e s r é s u l t a t s [ 1 9 7 ] .
L e s m é t h o d e s c l a s s i q u e s e n q u a n t i f i c a t i o n d e s i n c e r t i -
t u d e s ( U Q ) , b a s é e s s u r l ’ a p p r o c h e M o n t e - C a r l o ( M C ) , n é c e s -
s i t e n t u n g r a n d n o m b r e d e s i m u l a t i o n s [ 2 0 1 ] , q u i d é p a s s e n t
r a p i d e m e n t l e s l i m i t e s d e s r e s s o u r c e s d i s p o n i b l e s . L e c o û t
d e l ’ é t u d e U Q p e u t t o u t e f o i s ê t r e c o n s i d é r a b l e m e n t r é d u i t
l o r s q u e l ’ e x p é r i e n c e e s t r e m p l a c é e p a r u n m o d è l e d e s u b -
s t i t u t i o n [ 1 5 4 ] . L a c o n s t r u c t i o n d u m o d è l e d e s u b s t i t u t i o n
n é c e s s i t e u n e n s e m b l e d ’ e x p é r i e n c e s ( D o E ) d o n t l a d é f i n i -
t i o n e s t p r i m o r d i a l e a f i n d ’ i m i t e r c o r r e c t e m e n t l ’ e x p é r i e n c e
r é e l l e .
L e b u t d e c e t t e t h è s e e s t d e p r o p o s e r d e s p i s t e s d ’ a m é l i o -
r a t i o n s u r d i v e r s a s p e c t s m é t h o d o l o g i q u e s e n U Q a p p l i q u é s
à d e s e n v i r o n n e m e n t s n u m é r i q u e s c o û t e u x . L e s m é t h o d e s
d é v e l o p p é e s p e u v e n t ê t r e u t i l i s é e s d a n s d i v e r s d o m a i n e s
e t s o n t d é m o n t r é e s p a r d e m u l t i p l e s a p p l i c a t i o n s . D e p l u s ,
c e s m é t h o d e s n e s e l i m i t e n t p a s à l ’ u t i l i s a t i o n d ’ e x p é r i e n c e s
n u m é r i q u e s e t p e u v e n t é g a l e m e n t ê t r e u t i l i s é e s p o u r d e s
e x p é r i e n c e s i n v i v o .
C e m a n u s c r i t e s t d i v i s é e n q u a t r e p a r t i e s : P a r t I p a s s e
e n r e v u e l a l i t t é r a t u r e s u r l e s c o n c e p t s e t m é t h o d e s d e U Q ;
P a r t I I p r é s e n t e m e s c o n t r i b u t i o n s m é t h o d o l o g i q u e s ; P a r t I I I ]
p r o p o s e q u e l q u e s a p p l i c a t i o n s d e s n o u v e l l e s m é t h o d e s —
d a n s u n e n v i r o n n e m e n t n u m é r i q u e c o û t e u x — ; P a r t I V f a i t
l e p o i n t s u r c e s t r a v a u x e t d o n n e d e s p e r s p e c t i v e s p o u r d e
f u t u r s t r a v a u x d e r e c h e r c h e .
RO B U S T o p t i m i z a t i o n a n d t h e d e s i g n p r o c e s s i t s e l f a r e m a j o r p u r -p o s e s o f e n g i n e e r i n g w o r k s d e a l i n g w i t h n u m e r i c a l s i m u l a t i o n s ,
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e s p e c i a l l y i n a e r o n a u t i c a l o r a u t o m o t i v e i n d u s t r y [ 6 1 ] . D e s p i t e t h e l a r g e
a m o u n t o f w o r k t h a t h a s b e e n d e v o t e d t o t h e d e s i g n o f e f f i c i e n t o p t i m i z a -
t i o n t e c h n i q u e s , t h e d e s i g n p r o c e s s s t i l l r e q u i r e s i m p o r t a n t i n v e s t m e n t s
( f i n a n c i a l a n d h u m a n ) [ 7 7 ] . D e s i g n e r r o r s w h i c h a p p e a r a f t e r t h e i n -
d u s t r i a l i z a t i o n p h a s e a n d t h e i r p o s s i b l e i m p l i c a t i o n s m a y b e c r i t i c a l . A
c l a s s i c a l e x a m p l e o f s u c h f a i l u r e i s t h e S p a c e S h u t t l e C h a l l e n g e r d i s a s -
t e r i n 1 9 8 6 [ 5 9 ] . D u r i n g t h e S p a c e S h u t t l e ’ s a s c e n t , a f a i l u r e o f O - r i n g
s e a l s o n i t s r i g h t s o l i d r o c k e t b o o s t e r c a u s e d i t s d i s i n t e g r a t i o n . I t h a s
b e e n s h o w n t h a t a n u n c e r t a i n t y o n t h e b e h a v i o u r o f t h i s O - r i n g h a d
b e e n a k e y f a c t o r t o t h e a c c i d e n t . O n t h e l a u n c h d a y , t h e t e m p e r a -
t u r e w a s p a r t i c u l a r l y l o w a n d t h e e f f e c t o f s u c h l o w t e m p e r a t u r e o n t h e
O - r i n g w a s n o t k n o w n . E n g i n e e r s h a d t o e x t r a p o l a t e t h e r e s p o n s e o f
t h e s y s t e m t o t h i s e v e n t . L i n k e d t o a s t r o n g p r e s s u r e a t N A S A f o r t h i s
l a u n c h , t h e d e c i s i o n t o m a i n t a i n t h e l a u n c h w a s m a d e e v e n - t h o u g h e n -
g i n e e r s w a r n e d a b o u t t h e u n c e r t a i n t i e s o f t h e i r f i n d i n g s . T h i s c a s e l e d
t o t h e c r e a t i o n o f N A S A ’ s S a f e t y , R e l i a b i l i t y , M a i n t a i n a b i l i t y , a n d Q u a l i t y
A s s u r a n c e ( S R M & Q A ) p r o g r a m .
I n o r d e r t o d e c r e a s e t h e n u m b e r o f i t e r a t i o n s b e t w e e n c o n c e p t i o n
a n d e x p e r i m e n t s , a n d t o a v o i d i r r e v e r s i b l e e r r o r s d u r i n g t h e p r e l i m i n a r y
d e s i g n p h a s e , C o m p u t a t i o n a l F l u i d D y n a m i c s ( C F D ) t o o l s h a v e b e e n
u s e d m o r e a n d m o r e i n t h e p a s t d e c a d e s . N o w a d a y s , C F D c o d e s h a v e
r e a c h e d m a t u r i t y a n d a r e a b l e t o r e p r e s e n t a c c u r a t e l y p h y s i c a l f l o w p h e -
n o m e n a . C o m p l e x f l o w s i m u l a t i o n s o n h i g h - r e s o l u t i o n g r i d s a r e p o s s i b l e
t h a n k s t o t h e c o n t i n u o u s d e v e l o p m e n t s i n n u m e r i c a l m o d e l s a n d i n H i g h
P e r f o r m a n c e C o m p u t i n g ( H P C ) . N e v e r t h e l e s s , d e t e r m i n i s t i c s i m u l a t i o n s
o n l y p r o v i d e l i m i t e d k n o w l e d g e a b o u t a s y s t e m . U n c e r t a i n t i e s i n t h e
n u m e r i c a l m o d e l a s w e l l a s i n t h e p r o b l e m f o r m u l a t i o n o r i n p u t s a r e u n -
d o u b t e d l y p r e s e n t a n d t r a n s l a t e i n t o u n c e r t a i n t i e s i n t h e o u t p u t s [ 1 9 7 ] .
T h u s , h o w t o a n s w e r t h e q u e s t i o n : w h a t i s t h e p r o b a b i l i t y t h a t t h e m o d e l
o u t p u t e x c e e d a t h r e s h o l d ? I n F i g . 1 . 1 , u n c e r t a i n t i e s c o m i n g f r o m t w o
u n c e r t a i n p a r a m e t e r s x1, x2 a r e p r o p a g a t e d t h r o u g h t h e m o d e l M l e a d -
i n g t o a p r o b a b i l i s t i c d i s t r i b u t i o n o f p o s s i b l e v a l u e s o f Y t h e Q u a n t i t y
o f I n t e r e s t ( Q o I ) . I n t h i s e x a m p l e s , a t h r e s h o l d i s r e p r e s e n t e d b y t h e
d a s h e d - l i n e .
T h e o u t p u t v a r i a b i l i t y o f a s y s t e m c a n b e c o n f u s i n g r e g a r d i n g t h e
s o u r c e o f t h e s e u n c e r t a i n t i e s . D o e s i t c o m e f r o m o u r m o d e l o r f r o m t h e
p h y s i c s ? U n c e r t a i n t i e s c a n b e c l a s s i f i e d a s :
A l e a t o r i c e r r o r s : i n t r i n s i c t o t h e s y s t e m ,
E p i s t e m i c e r r o r s : d u e t o a l a c k o f k n o w l e d g e ,
N u m e r i c a l e r r o r : d u e t o t h e c o n s t r u c t i o n o f t h e n u m e r i c a l s c h e m e .
I d e a l l y , o u r m o d e l s h o u l d o n l y c o n t a i n a l e a t o r i c u n c e r t a i n t i e s a s i t
r e p r e s e n t s t h e p h y s i c a l v a r i a b i l i t y o f t h e s y s t e m . H o w e v e r , t h e d i v e r s i t y
o f u n c e r t a i n t i e s d u e t o t h e b o u n d a r y c o n d i t i o n s o r i n i t i a l c o n d i t i o n s
a s w e l l a s t o m o d e l p a r a m e t e r s ( i n p u t d a t a , g e o m e t r y , s i m p l i f i c a t i o n
o f t h e m o d e l p h y s i c s , e t c . ) l i m i t s t h e p r e d i c t i v i t y o f t h e s i m u l a t i o n s :
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F i g u r e 1 . 1 – S c h e m a t i z a t i o n o f t h e U n c e r t a i n t y Q u a n t i f i c a t i o n p r o c e d u r e
i n c a s e o f t w o u n c e r t a i n i n p u t p a r a m e t e r s p e r t u r b i n g a n u m e r i c a l m o d e l
M.
t h e Q o I c a n b e e a s i l y a f f e c t e d a n d s h a d o w e d b y t h e c o n j u g a t i o n o f a l l
t h e s e t y p e s o f u n c e r t a i n t i e s . T h i s a s s e s s m e n t e x p l a i n s w h y U n c e r t a i n t y
Q u a n t i f i c a t i o n ( U Q ) i s n o w b e c o m i n g a m a n d a t o r y s t e p i n a p p l i c a t i o n -
o r i e n t e d m o d e l l i n g f o r o p e r a t i o n a l a n d i n d u s t r i a l p u r p o s e s [ 5 5 , 1 5 5 ] . I t
p r o v i d e s i n s i g h t i n t o t h e l e v e l o f u n c e r t a i n t y i n t h e n u m e r i c a l s i m u l a -
t i o n r e s u l t s b u t a l s o g i v e s a c c e s s t o a s e n s i t i v i t y a n a l y s i s w h i c h a i m s
t o d e s c r i b e t h e r e s p e c t i v e i n f l u e n c e s o f t h e i n p u t p a r a m e t e r s o n t h e
Q o I . T h e i n c l u s i o n o f U Q i n a d e s i g n o p t i m i z a t i o n c y c l e h e n c e a l l o w s
m a n u f a c t u r e r s t o d e s i g n q u i c k e r a n d o b t a i n b e t t e r , c h e a p e r a n d m o r e
r o b u s t p r o d u c t s . D e p e n d i n g o n t h e q u e s t i o n w e s e e k t o a n s w e r , w e
h a v e t o d e t e r m i n e t h e t y p e o f U Q s t u d y t o p e r f o r m :
• U n c e r t a i n t y P r o p a g a t i o n ,
P r o p a g a t e a n i n i t i a l p e r t u r b a t i o n w i t h i n t h e s y s t e m a n d o b s e r v e
i t s o u t p u t s .
• S e n s i t i v i t y A n a l y s i s ,
R a n k t h e i n p u t p a r a m e t e r s r e g a r d i n g t h e i r i m p a c t o n t h e o u t p u t .
• R i s k A s s e s s m e n t .
O b s e r v e t h e p r o b a b i l i t y t o e x c e e d a t h r e s h o l d o r g e t t h e p r o b a b i l i t y
o f a p a r t i c u l a r q u a n t i l e .
E a c h q u e s t i o n i s a n s w e r e d u s i n g s p e c i f i c t o o l s a n d s p e c i a l c a r e h a s
t o b e t a k e n i f o n w a n t s t o c o n d u c e d i f f e r e n t a n a l y s i s . F o r i n s t a n c e , s o m e
f o r m u l a t i o n s t o c o m p u t e s e n s i t i v i t y i n d i c e s h a v e r e q u i r e m e n t s w h i c h a r e
n o t c o n f o r m w i t h b o t h U n c e r t a i n t y P r o p a g a t i o n a n d R i s k A s s e s s m e n t .
C l a s s i c a l U Q m e t h o d s , b a s e d o n t h e M o n t e - C a r l o a p p r o a c h , r e q u i r e
a l a r g e n u m b e r o f s i m u l a t i o n s [ 2 0 1 ] , w h i c h q u i c k l y g o b e y o n d t h e l i m i t s
o f a v a i l a b l e r e s o u r c e s ( s u c h a s C P U , f i n a n c i a l c o s t s ) . T h i s i s e s p e c i a l l y
P a g e 5 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
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t r u e w h e n i t c o m e s t o l a r g e - d i m e n s i o n a l p r o b l e m s , b o t h w i t h r e s p e c t t o
t h e d o m a i n d i s c r e t i z a t i o n a n d t o t h e n u m b e r o f u n c e r t a i n i n p u t p a r a m e -
t e r s . T h e c o s t o f t h e U Q s t u d y c a n , h o w e v e r , b e s i g n i f i c a n t l y r e d u c e d
w h e n t h e e x p e r i m e n t i s r e p l a c e d b y a p r o x y , o r s u r r o g a t e m o d e l , w h i c h
i s f o r m u l a t e d i n a p a r a m e t e r s p a c e a n d w h i c h i s f a s t t o e v a l u a t e f o r
a n y s e t o f u n c e r t a i n v a r i a b l e s [ 1 5 4 ] . T h e c o n s t r u c t i o n o f t h e s u r r o g a t e
m o d e l r e q u i r e s a s e t o f e x p e r i m e n t s , D e s i g n o f E x p e r i m e n t s ( D o E ) , t o
l e a r n f r o m . T o c o r r e c t l y e m u l a t e t h e r e a l e x p e r i m e n t , t h e d e f i n i t i o n o f
t h e D o E i s p a r a m o u n t .
! T h e p u r p o s e o f t h i s t h e s i s i s t o p r o p o s e d i r e c t i o n s o f i m p r o v e -
m e n t o n v a r i o u s m e t h o d o l o g i c a l a s p e c t s o f U Q a p p l i e d t o c o s t l y
n u m e r i c a l e n v i r o n m e n t s . T h e m e t h o d s d e v e l o p e d c a n b e u s e d i n
v a r i o u s f i e l d s a n d a r e d e m o n s t r a t e d t h r o u g h m u l t i p l e a p p l i c a t i o n s .
M o r e o v e r , t h e s e m e t h o d s a r e n o t l i m i t e d t o t h e u s e o f n u m e r i c a l
e x p e r i m e n t s a n d c a n b e u s e d e q u a l l y f o r i n v i v o e x p e r i m e n t s .
O r g a n i z a t i o n
T h i s m a n u s c r i p t i s d i v i d e d i n t o f o u r p a r t s a n d i s t a i l o r e d a s f o l l o w s :
P a r t I A f t e r a g e n e r a l i n t r o d u c t i o n a b o u t t h e c o n t e x t o f t h i s t h e s i s , C h a p -
t e r 2 r e v i e w s t h e l i t e r a t u r e o n c o n c e p t s a n d m e t h o d s f o r U Q ,
S e c t i o n 2 . 1 g o e s f r o m a s t a t e - o f - t h e - a r t o n t h e d i f f e r e n t m e t h o d s
t o d e s i g n e x p e r i m e n t s ; t h e n S e c t i o n 2 . 2 d e s c r i b e s t h e d i f f e r e n t
t e c h n i q u e s c o m m o n l y u s e d i n U Q , a s w e l l a s t h e l a t e s t a d v a n c e s .
S e c t i o n 2 . 3 d e t a i l s t h e c o n s t r u c t i o n o f a s u r r o g a t e m o d e l w h i c h
m a y b e r e q u i r e d t o p e r f o r m s u c h s t a t i s t i c a l a n a l y s i s . S e c t i o n 2 . 4
p r e s e n t s h o w u n c e r t a i n t i e s a r e c o m m o n l y v i s u a l i z e d . A f t e r t h i s
l i t e r a t u r e r e v i e w , s o m e s c i e n t i f i c q u e s t i o n s a r i s e a n d t h e c o m p l e t e
s c o p e o f t h i s t h e s i s w o r k i s g i v e n i n C h a p t e r 3 .
P a r t I I p r e s e n t s m y m e t h o d o l o g i c a l c o n t r i b u t i o n s ,
I n C h a p t e r 5 , a n e w U Q o p e n - s o u r c e t o o l i s i n t r o d u c e d . I t s e r v e s a s
a d e m o n s t r a t o r f o r a l l t h e m e t h o d s d e v e l o p e d . F o l l o w i n g c h a p t e r s
a r e t h e r e s p o n s e s t o t h e s c i e n t i f i c q u e s t i o n s r o s e . C h a p t e r 6
i n t r o d u c e s a n e w i t e r a t i v e a n d v e r s a t i l e s a m p l i n g m e t h o d w h i l e
C h a p t e r 7 a d d r e s s e s q u e s t i o n o f t h e r e s a m p l i n g o f a n e x i s t i n g
D o E . F i n a l l y , C h a p t e r 8 p r o p o s e s n o v e l v i s u a l i z a t i o n t e c h n i q u e s t o
v i s u a l i z e u n c e r t a i n t y i n h i g h d i m e n s i o n s .
P a r t I I I s o m e a p p l i c a t i o n s o f t h e n e w m e t h o d s — i n a c o s t l y n u m e r i c a l
e n v i r o n m e n t — a r e p r o p o s e d ,
C h a p t e r 9 i s a c o m p a r i s o n b e t w e e n t w o s u r r o g a t e m o d e l s . C h a p -
t e r 1 0 d e m o n s t r a t e s t h e n e w r e s a m p l i n g t e c h n i q u e s c a p a b i l i t i e s ,
t o p e r f o r m t h e f i r s t U Q a n a l y s i s u s i n g L a r g e E d d y S i m u l a t i o n o n t h e
P a g e 6 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
L S 8 9 b l a d e c a s c a d e . C h a p t e r s 1 1 a n d 1 2 p r e s e n t t w o a p p l i c a t i v e
c a s e s o f B a t m a n . I n C h a p t e r 1 1 , t h e f o c u s i s p u t o n t h e d i m e n s i o n -
a l i t y o f t h e i n p u t p a r a m e t e r s p a c e w h i l e i n C h a p t e r 1 2 , t h e t o o l c h a i n
i s u s e d t o p e r f o r m a n d U Q a n a l y s i s t o u n d e r s t a n d t h e p h y s i c a l
p h e n o m e n a a n d t o p e r f o r m a n o p t i m i z a t i o n o f t h e p a r a m e t e r s .
P a r t I V p u t s a p o i n t o n t h i s t h e s i s w o r k a n d d r a w s o m e p e r s p e c t i v e s f o r
f u t u r e w o r k .
P a g e 7 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
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P a g e 8 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
2 | L i t e r a t u r e R e v i e w
C e c h a p i t r e p r é s e n t e u n e r e v u e d e l a l i t t é r a t u r e s u r l e s
c o n c e p t s e t l e s m é t h o d e s a s s o c i é e s à l a q u a n t i f i c a t i o n d e s
i n c e r t i t u d e s ( U Q ) d a n s u n e n v i r o n n e m e n t n u m é r i q u e c o û -
t e u x : d e l a d é f i n i t i o n d ’ u n p l a n d ’ e x p é r i e n c e s ( D o E ) p o u r
c o n s t r u i r e u n m o d è l e d e s u b s t i t u t i o n , à l ’ u t i l i s a t i o n d e c e
m o d è l e d e s u b s t i t u t i o n p o u r c a l c u l e r l e s s t a t i s t i q u e s e t f i n a -
l e m e n t v i s u a l i s e r l e s r é s u l t a t s .
L e s a v a n c é e s e t l e s l i m i t e s a c t u e l l e s d u D o E s o n t p r é s e n -
t é e s S e c t i o n 2 . 1 . L e s s é q u e n c e s O L H S e t S o b o l ’ s o n t t o u t e s
d e u x c o n s i d é r é e s c o m m e d e s p r a t i q u e s d e r é f é r e n c e b i e n
q u ’ e l l e s p r é s e n t e n t c e r t a i n e s l i m i t e s t e l l e s q u e l e s p r o p r i é t é s
i t é r a t i v e s e t l a r a n d o m i s a t i o n , r e s p e c t i v e m e n t .
E n u t i l i s a n t c e t é c h a n t i l l o n , o n p e u t e f f e c t u e r u n e a n a l y s e
U Q a v e c d e s m é t h o d e s d é t a i l l é e s e n S e c t i o n 2 . 2 . L ’ a n a l y s e
d e s e n s i b i l i t é g l o b a l e ( G S A ) e s t r e c o m m a n d é e p a r r a p p o r t à
u n e a n a l y s e l o c a l e d e s e n s i b i l i t é . C o n c e r n a n t l e s m é t h o d e s à
p r o p r e m e n t d i t , u n e S A b a s é e s u r l a v a r i a n c e r e s t e p r é d o m i -
n a n t e , m a i s l e s m é t h o d e s b a s é e s s u r l e s m o m e n t s s e m b l e n t
ê t r e u n b o n c o m p l é m e n t d a n s u n e é t u d e . D a n s u n e n v i r o n -
n e m e n t n u m é r i q u e c o û t e u x , i l n ’ e s t p a s p o s s i b l e d ’ e f f e c t u e r
d i r e c t e m e n t u n e U Q e t l ’ u t i l i s a t i o n d ’ u n m o d è l e d e s u b s t i t u -
t i o n o f f r e u n e s o l u t i o n . L a S e c t i o n 2 . 3 e x p o s e d e u x d e s m é -
t h o d e s l e s p l u s u t i l i s é e s : P r o c e s s u s g a u s s i e n ( G P ) e t C h a o s
p o l y n o m i a l ( P C ) . E n f i n , l a S e c t i o n 2 . 4 i n t r o d u i t l e p r o b l è m e
d e l a v i s u a l i s a t i o n d e s i n c e r t i t u d e s . I l s ’ a g i t d ’ u n d o m a i n e
r e l a t i v e m e n t n o u v e a u a v e c u n c o r p u s d ’ é t u d e s l i m i t é . I l n ’ y a
a c t u e l l e m e n t a u c u n e r e c o m m a n d a t i o n c l a i r e s u r l a f a ç o n d e
v i s u a l i s e r l e s i n c e r t i t u d e s . À p a r t i r d e c e t t e r e v u e , l e C h a p -
t e r 3 d é t a i l l e l e s t r o i s q u e s t i o n s a u x q u e l l e s c e t t e t h è s e v i s e
à r é p o n d r e :
• C o m m e n t c o n s t r u i r e u n D o E d a n s u n e s p a c e d e p a r a -
m è t r e s à h a u t e d i m e n s i o n ?
• C o m m e n t r é é c h a n t i l l o n n e r u n D o E e n c o n s i d é r a n t l a Q o I
d ’ e x p é r i e n c e s d é j à é v a l u é e s ?
• C o m m e n t v i s u a l i s e r l e s i n c e r t i t u d e s d a n s d e s c a s d e
g r a n d e d i m e n s i o n ?
9
C H A P T E R 2 . L I T E R A T U R E R E V I E W
2 . 1 D e s i g n o f E x p e r i m e n t s
ON E o f t h e m a i n o b j e c t i v e s w h e n p e r f o r m i n g n u m e r i c a l — o r r e a l —e x p e r i m e n t s i s t o u n d e r s t a n d t h e v a r i a t i o n o f a Q o I w i t h r e s p e c t
t o t h e v a r i a t i o n o f s o m e i n p u t p a r a m e t e r s [ 1 9 7 ] . E a c h e x p e r i m e n t , o r
s a m p l e , c o r r e s p o n d s t o a p a r t i c u l a r s e t o f i n p u t p a r a m e t e r s xk w i t h
k ∈ [1, . . . , d], w h e r e d i s t h e n u m b e r o f d i m e n s i o n s . A s a r e s u l t , t h e
g r o u p o f Ns s a m p l e s , o r D o E , i s n o t e d a s XNsd . F o r s i m p l i c i t y e i t h e r
t h e d i m e n s i o n a l i t y d o r t h e n u m b e r o f s a m p l e s Ns i s o m i t t e d i n t h e
m a n u s c r i p t . N e v e r t h e l e s s , t h e s u b s c r i p t d e n o t e s d w h i l e t h e s u p e r -
s c r i p t d e n o t e s Ns. T h e n t h e f o r w a r d m o d e l ( o r e x p e r i m e n t ) M c a n b e






, ( 2 . 1 )
w h e r e Y i s t h e Q o I a n d Y(i) :=M(x(i)) c o r r e s p o n d s t o t h e d e t e r m i n i s t i c
i n t e g r a t i o n o f t h e f o r w a r d m o d e l M a s a b l a c k b o x f o r t h e it h s e t o f
i n p u t p a r a m e t e r s x(i)— s e e F i g . 2 . 1 .
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F i g u r e 2 . 1 – S k e t c h o f a 2 - d i m e n s i o n a l D e s i g n o f E x p e r i m e n t s . E v e r y
b l a c k d o t r e p r e s e n t s a n e x p e r i m e n t xi1,2 u s e d t o c o m p u t e t h e o u t p u t
Y(i).
I n i t s b a s i s f o r m , a D o E i s d e s c r i b e d b y a d- d i m e n s i o n a l c u b e : a
h y p e r c u b e — s e e F i g . 2 . 2 . A h y p e r c u b e i s p a r a m e t r i z e d b y t h e m i n i m a l
a n d m a x i m a l v a l u e s o f e a c h p a r a m e t e r . I f p a r a m e t e r s d e p e n d s o n e a c h
o t h e r , o r i f t h e r e a r e c o n s t r a i n s o n t h e p a r a m e t e r s , n o n - r e c t a n g u l a r
d o m a i n s [ 1 3 7 ] h a v e t o b e c o n s i d e r e d .
F r o m e x p l o r a t o r y p h a s e s t o m o r e a d v a n c e d a n a l y s e s , s u c h a s U Q a n d
r o b u s t o p t i m i z a t i o n , D o E a i m s a t h e l p i n g b e t t e r u n d e r s t a n d t h e p h y s i c a l
m e c h a n i s m s g o v e r n i n g t h e p r o b l e m o f i n t e r e s t [ 2 0 1 ] . T h e r e f o r e , t h e
o b j e c t i v e o f e f f i c i e n t D o E i s t o m a x i m i z e t h e c o v e r a g e o f t h e i n p u t s p a c e ,
i . e . s p a c e f i l l i n g , w i t h t h e a s p i r a t i o n o f c a p t u r i n g m o s t o f t h e u n d e r l y i n g
p h y s i c s . S u c h a n a l y s e s t y p i c a l l y r e q u i r e a l a r g e n u m b e r o f e x p e r i m e n t s
i n o r d e r f o r t h e s t a t i s t i c s o f t h e Q o I s t o c o n v e r g e ( e s p e c i a l l y f o r e x t r e m e
q u a n t i l e s ) . H o w e v e r , d e p e n d i n g t h e c o m p l e x i t y o f t h e e x p e r i m e n t , i t s
P a g e 1 0 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
2 . 1 . D E S I G N O F E X P E R I M E N T S
min(X)
max(X)
F i g u r e 2 . 2 – S k e t c h o f a 3 - d i m e n s i o n a l h y p e r c u b e .
i n t r i n s i c c o s t o r i t s r e t u r n t i m e , t h e t o t a l n u m b e r o f e x p e r i m e n t s m a y b e
l i m i t e d . I n t h i s r e g a r d , m a n y s t u d i e s h a v e f o c u s e d o n t h e o p t i m i z a t i o n
o f t h e s p a c e - f i l l i n g p r o p e r t i e s f o r a g i v e n n u m b e r o f e x p e r i m e n t s .
B e y o n d r a n d o m d e s i g n a l s o c a l l e d M o n t e C a r l o e x p e r i m e n t s , O n e -
A t - a - T i m e ( O A T ) d e s i g n i s t h e m o s t t r i v i a l f o r m o f e n g i n e e r e d D o E . I t
c o n s i s t s i n c h a n g i n g o n l y o n e p a r a m e t e r a t a t i m e . W h i l e t h i s m e t h o d i s
s i m p l e t o i m p l e m e n t a n d a l l o w s f o r a q u i c k i n t e r p r e t a t i o n o n a p h y s i c a l
a s p e c t , t h i s s a m p l i n g p r o c e d u r e r e q u i r e s a h u g e n u m b e r o f s i m u l a t i o n s
a s r e q u i r i n g (Ns)d s a m p l e s . T h i s e x p o n e n t i a l g r o w t h i s c a l l e d t h e c u r s e -
o f - d i m e n s i o n a l i t y . L e t ’ s c o n s i d e r t h e u n i t - h y p e r c u b e , a l l b o u n d s r a n g e
f r o m 0 t o 1 . N o w , h a v i n g a d i s t a n c e o f 0 . 1 b e t w e e n e a c h p o i n t , t h e
n u m b e r o f p o i n t s r e q u i r e d t o f i l l t h e u n i t i n t e r v a l w o u l d b e 1 0 . I n a
2 - d i m e n s i o n a l h y p e r c u b e t h e s a m e s p a c i n g w o u l d r e q u i r e 1 0 0 a n d i n
3 - d i m e n s i o n s 1 0 0 0 p o i n t s . A s t h e n u m b e r o f d i m e n s i o n s g o e s , t h e
n u m b e r o f e x p e r i m e n t s w h i c h i s r e q u i r e d t o f i l l t h e s p a c e e v e n l y r i s e s
e x p o n e n t i a l l y a s t h e v o l u m e o f t h e s p a c e i n c r e a s e s — s e e F i g . 2 . 3 . T o
m i t i g a t e t h i s p r o b l e m , o n e c o u l d s p a r s e t h e D o E . T h e p r o b l e m c o m e s
t o a n a s s e s s m e n t o f t h e q u a l i t y o f t h i s D o E .
F i g u r e 2 . 3 – S k e t c h o f t h e c u r s e - o f - d i m e n s i o n a l i t y . V i s u a l i z a t i o n o f t h e
v o l u m e o f t h e p a r a m e t e r s p a c e i n 1 , 2 a n d 3 d i m e n s i o n s . O A T d e s i g n
w i t h p o i n t s s e p a r a t e d b y a d i s t a n c e o f 0 . 1 .
D i f f e r e n t m e t r i c s a r e c o m m o n l y u s e d t o a s s e s s t h e s p a c e f i l l i n g o f
a D o E . T h e y c a n b e c a t e g o r i z e d i n t o ( i ) g e o m e t r i c a l a n d ( i i ) u n i f o r m i t y
P a g e 1 1 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
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c r i t e r i a . A m o n g t h e m o s t u s e d g e o m e t r i c a l c r i t e r i a a r e t h e m a x i m i n a n d
m i n i m a x [ 1 8 4 ] . T h e y , r e s p e c t i v e l y , m a x i m i z e t h e m i n i m a l d i s t a n c e b e -
t w e e n a l l p o i n t s o r m i n i m i z e t h e m a x i m a l d i s t a n c e b e t w e e n a n y l o c a t i o n
i n s p a c e a n d a l l p o i n t s o f t h e s a m p l e . A s i m i l a r c r i t e r i o n i s f o u n d b y u s i n g
a m i n i m u m s p a n n i n g t r e e [ 7 9 ] i n w h i c h t h e b e s t d e s i g n c o r r e s p o n d s t o
a m a x i m i z a t i o n o f t h e m e a n d i s t a n c e b e t w e e n a l l c o n n e c t i o n s a n d t h e
m i n i m i z a t i o n o f t h e v a r i a n c e i n t h e s e d i s t a n c e s . T h e u n i f o r m i t y c r i t e r i o n ,
i n s t e a d , m e a s u r e s h o w t h e s p r e a d o f t h e p o i n t s d e v i a t e s f r o m a u n i f o r m
d i s t r i b u t i o n . T h e c e n t r e d d i s c r e p a n c y C2 i s c o m m o n l y u s e d t o m e a s u r e
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T h e r e a r e t h r e e m a i n m e t h o d o l o g i e s f o r d e f i n i n g a D o E : ( i ) M C , ( i i )
L a t i n H y p e r c u b e S a m p l i n g ( L H S ) a n d ( i i ) Q u a s i - M o n t e C a r l o ( Q M C )
m e t h o d s [ 4 1 , 8 3 ] . K u c h e r e n k o e t a l . [ 1 2 7 ] h a v e r e c e n t l y c o m p a r e d M C
a n d L H S a g a i n s t t h e l o w d i s c r e p a n c y s e q u e n c e o f S o b o l ’ , w h i c h i s a
w e l l - e s t a b l i s h e d Q M C m e t h o d . T h e y c o n c l u d e d t h a t b o t h L H S a n d Q M C
o f f e r s u p e r i o r i n t e g r a t i o n p e r f o r m a n c e o v e r M C . I n t e g r a t i n g a c o m p l e x e
f u n c t i o n r e q u i r e s a g o o d s p a c e c o v e r a g e a n d t h i s p e r f o r m a n c e i s a s s i m -
i l a b l e t o a d i s c r e p a n c y m e a s u r e . F i g u r e 2 . 4 i s a n e x a m p l e o f t h e s e t h r e e
m e t h o d s t o c o n s t r u c t s a m p l e s o f s i z e Ns = 256 i n d i m e n s i o n d = 2. I n
t h i s l o w d i m e n s i o n a l s p a c e , t h e s u p e r i o r i t y i n t e r m s o f s p a c e c o v e r a g e
o f b o t h L H S a n d S o b o l ’ o v e r M C i s c l e a r . M C e x h i b i t s l o t s o f c l u s t e r e d
r e g i o n s a n d i t t r a n s l a t e s i n a t w o o r d e r s d i f f e r e n c e i n t e r m s o f c e n t r e d
d i s c r e p a n c y c o m p a r e d t o t h e o t h e r m e t h o d s .
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LHS C2  = 1.4e-05









Sobol' C2  = 1.8e-05
F i g u r e 2 . 4 – E x a m p l e o f D o E c o n s t r u c t e d w i t h M C , L H S a n d t h e l o w
d i s c r e p a n c y s e q u e n c e o f S o b o l ’ w i t h Ns = 256.
O n t h e o n e h a n d , L H S - b a s e d s a m p l i n g m e t h o d s a r e o n e - s h o t d e s i g n
s t r a t e g i e s [ 1 5 8 , 7 1 ] . T h e p r i n c i p l e i s s i m p l e : c o n s i d e r i n g Ns s a m p l e s , i n
e a c h 1 - d i m e n s i o n a l s u b p r o j e c t i o n o f t h e p a r a m e t e r s p a c e t h e r e s h o u l d
b e Ns s a m p l e s . I t m e a n s t h a t s a m p l e s a r e n o t s h a r i n g c o o r d i n a t e s w i t h
P a g e 1 2 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
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e a c h o t h e r . O r t h o g o n a l a r r a y s a r e a s l i g h t e v o l u t i o n o f t h i s p r i n c i p l e .
E a c h 1 - d i m e n s i o n a l s u b p r o j e c t i o n i s s p i t t e d i n t o Ns t o f o r m a n o r t h o g o -
n a l g r i d o f s i z e Nds a n d o n l y o n e s a m p l e i s a l l o w e d p e r c e l l . F i g u r e 2 . 5
s h o w s t w o d i f f e r e n t o r t h o g o n a l L H S w i t h Ns = 10. A l t h o u g h b o t h v a l i d ,
t h e y d o n o t c o v e r t h e p a r a m e t e r s p a c e e q u a l l y . I n F i g . 2 . 5 ( b ) l o t s o f
p o i n t s a r e a l i g n e d p r e v e n t i n g s o m e r e g i o n s t o b e e x p l o r e d . C o n s t r u c t -
i n g s u c h d e s i g n i s n u m e r i c a l l y e a s y a n d i t i s p o s s i b l e t o o p t i m i z e t h e
s p a c e - f i l l i n g p r o p e r t i e s b y s w a p p i n g e l e m e n t s f o r i n s t a n c e [ 7 1 , 5 1 ] . A
b a s i n - h o p p i n g a l g o r i t h m [ 2 3 0 ] i s c o m m o n l y u s e d t o r e s o l v e t h i s g l o b a l
o p t i m i z a t i o n p r o b l e m . T h i s i s a s t o c h a s t i c a l g o r i t h m u s e d t o f i n d g l o b a l
o p t i m a w h i c h c o m b i n e a r a n d o m p e r t u r b a t i o n o f t h e p a r a m e t e r s , a
l o c a l m i n i m i z a t i o n a n d a n a c c e p t i n g o r r e j e c t i n g o f n e w c o o r d i n a t e s
d e p e n d i n g o n a d e c a y i n g p a r a m e t e r .






























F i g u r e 2 . 5 – T w o o r t h o g o n a l L H S e x a m p l e s w i t h Ns = 10 d e m o n s t r a t i n g
t h e q u a l i t a t i v e d i f f e r e n c e i n t e r m s o f s p a c e - f i l l i n g .
T h e u s e o f L H S r e q u i r e s t h e p r a c t i t i o n e r t o s e t a p r i o r i t h e t o t a l n u m b e r o f
s a m p l e s c o n t a i n e d i n t h e D o E . A l t h o u g h t h e r e h a v e b e e n s o m e a t t e m p t s
t o c o n s t r u c t p r o g r e s s i v e L H S , t h e y s t i l l r e q u i r e a n i n i t i a l d e s i g n t o w o r k
p r o p e r l y [ 2 1 2 ] .
O n t h e o t h e r h a n d , l o w d i s c r e p a n c y s e q u e n c e s a r e i t e r a t i v e d e s i g n s
w h i c h c a n b e c o n t i n u e d w i t h o u t c o m p r o m i s i n g t h e d i s c r e p a n c y . T h e
p r a c t i t i o n e r i s t h e n a b l e t o i n c r e a s e t h e n u m b e r o f s a m p l e s a f t e r w a r d s
f o r q u a l i t y r e a s o n s o r i f o t h e r e x p e r i m e n t s c a n b e a f f o r d e d .
L i u e t a l . [ 1 4 5 ] r e c e n t l y r e v i e w e d i t e r a t i v e D o E i n a m e t a m o d e l i n g
c o n t e x t . I n t h e i r s t u d y , i t i s s h o w n t h a t m o s t i t e r a t i v e m e t h o d s n e e d a n
i n i t i a l d e s i g n a s a s t a r t i n g p o i n t . A p a r t i c u l a r b e n e f i t o f t h i s a p p r o a c h i s
t h a t i t a l l o w s t h e u s e o f p h y s i c s i n f o r m a t i o n f r o m t h e s y s t e m t o g u i d e
f u r t h e r e x p l o r a t i o n o f t h e D o E . I n t h i s c a s e , s u c h i t e r a t i v e m e t h o d s a r e
c a l l e d a d a p t i v e m e t h o d s . H e r e a s w e l l , b a s i n - h o p p i n g - b a s e d m e t h o d s
a r e c o m m o n l y u s e d t o f i n d t h e c o o r d i n a t e s o f t h e n e w s a m p l e . E x c e p t
f o r s o m e w o r k i n [ 5 0 ] , t h e n u m b e r o f i t e r a t i v e m e t h o d s n o t r e q u i r i n g a n
i n i t i a l d e s i g n i s l i m i t e d . T h i s c a n b e e x p l a i n e d b o t h b y t h e q u a l i t y o f t h e
P a g e 1 3 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 2 . L I T E R A T U R E R E V I E W
i n i t i a l d e s i g n s ( u s i n g L H S o f S o b o l ’ s e q u e n c e ) a n d b y t h e p e r f o r m a n c e
o f t h e r e f i n e m e n t a l g o r i t h m . T h e r e a r e e v e n f e w e r o p t i o n s i f t h e i t e r a t i v e
d e s i g n c a n n o t t a k e a d v a n t a g e o f t h e o u t p u t o f t h e e x p e r i m e n t s . L o w
d i s c r e p a n c y s e q u e n c e s a r e a n e x a m p l e o f s u c h m e t h o d s . I n s o m e
c o n t e x t , s t o c h a s t i c m e t h o d s m a y b e r e q u i r e d — t o c o m p u t e s e n s i t i v i t y
i n d i c e s f o r i n s t a n c e [ 2 0 0 ] . S c r a m b l i n g t h e s e q u e n c e s [ 1 7 0 ] c a n a v o i d
t h i s p i t f a l l b u t t h e n t h e m e t h o d i s n o l o n g e r i t e r a t i v e .
2 . 2 U n c e r t a i n t y Q u a n t i f i c a t i o n
2 . 2 . 1 U n c e r t a i n t y P r o p a g a t i o n
UN C E R T A I N T Y P R O P A G A T I O N ( U P ) s e e k s t o t r a n s m i t u n c e r t a i n t i e st h r o u g h o u t t h e s y s t e m . B u t a r e w e t a l k i n g a b o u t t h e u n c e r t a i n t i e s
o f t h e i n p u t p a r a m e t e r s o r t h e o u t p u t Q o I ? I n t h i s s e c t i o n w e f o c u s o n a
d i r e c t p r o b l e m w h i c h r e l a t e t o t h e t r a n s m i s s i o n o f u n c e r t a i n t i e s f r o m t h e
i n p u t t o t h e o u t p u t . T h e o t h e r w a y a r o u n d i s c a l l e d a n i n v e r s e p r o b l e m
a n d i s d i s c u s s e d i n S e c t i o n 2 . 2 . 2 .
U n c e r t a i n t i e s c a n b e d e s c r i b e d u s i n g a p r o b a b i l i s t i c a p p r o a c h t h r o u g h
t h e u s e o f P r o b a b i l i t y D e n s i t y F u n c t i o n s ( P D F ) . T h i s f u n c t i o n c o m p u t e s
t h e p r o b a b i l i t y o f o c c u r r e n c e o f a p h e n o m e n o n . T h u s , p r o p a g a t i n g
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F i g u r e 2 . 6 – S k e t c h o f t h e U P p r o c e d u r e .
F i g u r e 2 . 6 i s a r e p r e s e n t a t i o n o f t h e U P p r o c e d u r e . I n p r a c t i c e ,
p r o p a g a t i n g u n c e r t a i n t i e s c o m e s t o s a m p l i n g t h e P D F s o f i n p u t s a n d
o b s e r v i n g t h e i m p a c t o n t h e Q o I . I t s h o u l d b e e m p h a s i z e d t h a t t h e
P a g e 1 4 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
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o u t c o m e o f t h e U P d e p e n d s o n t h e p r e s c r i b e d P D F s f o r t h e i n p u t s .
T h e n a t u r e o f t h e P D F a n d t h e r a n g e s o f e a c h p a r a m e t e r i s p a r a m o u n t .
W i t h o u t a n y p r i o r k n o w l e d g e o n i n p u t p a r a m e t e r s , u n i f o r m d i s t r i b u t i o n s
a r e t r a d i t i o n a l l y u s e d . A s f o r t h e r a n g e s , s o m e f i x e d p e r c e n t a g e o f
v a r i a t i o n i s c o m m o n l y u s e d . W h i l e t h i s s t r a t e g y c o u l d i n d e e d c o r r e s p o n d
t o t h e c o r r e c t v a r i a b i l i t y o f s o m e p a r a m e t e r s , t h i s m a y l e a d t o w r o n g
a n a l y s i s . I n [ 1 7 9 ] , t h e e x a m p l e o f r a d i o a c t i v e w a s t e t r a n s p o r t o n t h e
Y u c c a M o u n t a i n i s t a k e n . I n t h i s U P a n a l y s i s , t h e p e r c o l a t i o n r a t e o f t h e
w a t e r f r o m t h e s u r f a c e t o t h e d i s p o s a l w a s w r o n g l y e s t i m a t e d b e t w e e n
0 . 0 2 a n d 1 m i l l i m e t r e p e r y e a r w h i l e i t s t r u e v a l u e w a s c l o s e t o ∼ 3 000 mm.
T h e u n d e r e s t i m a t i o n o f t h i s p a r a m e t e r l e d t o a n u n d e r e s t i m a t i o n o f 4
o r d e r s o f m a g n i t u d e o f t h e t r a n s p o r t o f s o m e r a d i o a c t i v e c o m p o n e n t s .
A s w e a r e i n t e r e s t e d i n c o m p u t i n g s t a t i s t i c s o n t h e Q o I , t h i s r e q u i r e s
a s t a t i s t i c a l l y s i g n i f i c a n t s a m p l i n g . A h i g h n u m b e r o f s a m p l e s i s r e q u i r e d
t o r e c o v e r t h e e m p i r i c a l P D F o f t h e Q o I . O n e m u s t n o t e t h a t i n o r d e r t o
f i n d t h e t a i l o f t h e P D F — t h e l e a s t f r e q u e n t e v e n t — i t r e q u i r e s a n e v e n
l a r g e r n u m b e r o f s a m p l e s .
D i s c r e t e r e p r e s e n t a t i o n s s u c h a s h i s t o g r a m s c a n b e u s e d t o r e p r e -
s e n t t h e P D F . H o w e v e r , c o n t i n u o u s f u n c t i o n s c a n b e o b t a i n e d u s i n g a
t e c h n i q u e c a l l e d K e r n e l D e n s i t y E s t i m a t i o n ( K D E ) [ 2 3 1 ] . T h e p r o b a b i l i t y
t o o b s e r v e a Q o I ’ s v a l u e Y ∗ i s g i v e n b y t h e P D F e s t i m a t o r fˆ(Y ∗)




Khi(Y ∗ − Y (i)), ( 2 . 3 )
w h e r e Ns i s t h e n u m b e r o f s a m p l e s . Khi(.) = K(./hi)/hi i s t h e s c a l e d
k e r n e l c h o s e n f o r t h e m o d a l p r o b a b i l i t y d e n s i t y f u n c t i o n w i t h hi t h e
b a n d w i d t h f o r t h e i t h c o m p o n e n t . I n t h e p r e s e n t w o r k K i s t h e G a u s s i a n
k e r n e l a n d hi a r e o p t i m i z e d b y c r o s s - v a l i d a t i o n o f t h e l o g - l i k e l i h o o d o f
t h e d a t a . I t r e a d s
K
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Y ∗, Y (i)
)2
2h2
 , ( 2 . 4 )
w i t h D a s a d i s t a n c e f u n c t i o n . H a v i n g a G a u s s i a n k e r n e l d o e s n o t r e s t r i c t
t h e e s t i m a t e d P D F t o b e G a u s s i a n a n d t h i s s h o u l d n o t b e m i s t a k e n .
I t s h o u l d b e n o t e d t h a t e s t i m a t i n g t h e d e n s i t y i n a h i g h - d i m e n s i o n a l
p a r a m e t e r s p a c e i s c h a l l e n g i n g [ 2 0 5 , 2 0 8 ] . S e e S e c t i o n 2 . 4 f o r a n-
d i m e n s i o n a l r e p r e s e n t a t i o n o f t h e P D F .
D e p e n d i n g o n t h e n u m b e r o f s a m p l e s a v a i l a b l e a n d o n t h e p a r a m e -
t e r s o f t h e m e t h o d , t h i s p r o c e s s c a n l e a d t o a P D F w h i c h i s f a r f r o m t h e
r e a l o n e . T h e p r i n c i p l e o f K D E i s f a i r l y e a s y t o u n d e r s t a n d — s e e F i g . 2 . 7 .
E a c h s a m p l e v a l u e Y i s r e p r e s e n t e d o n t h e x- a x i s . A r o u n d e a c h v a l u e ,
a r e c t a n g l e o f f i x e d w i d t h a n d f i x e d h e i g h t i s d r a w n . W h e n t h e r e i s a n
o v e r l a p , t h e r e c t a n g l e v a l u e s a r e s u m m e d u p . T h e v a l u e o f t h e w i d t h
r e p r e s e n t s t h e b a n d w i d t h , a n d t h e g e n e r a l s h a p e o f t h e r e c t a n g l e i s
c a l l e d t h e k e r n e l . A s p r e v i o u s l y s t a t e d , G a u s s i a n k e r n e l i s c l a s s i c a l l y
u s e d a n d c o r r e s p o n d s t o a b e l l - c u r v e s h a p e . F r o m t h i s p r o c e d u r e , i t c a n
P a g e 1 5 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 2 . L I T E R A T U R E R E V I E W
b e s e e n t h a t t h e r e s u l t i n g P D F c a n b e o f a n y s h a p e a n d i s n o t l i m i t e d t o





F i g u r e 2 . 7 – S k e t c h o f a K e r n e l D e n s i t y E s t i m a t i o n p r o c e d u r e w i t h a
r e c t a n g u l a r k e r n e l .
F i g u r e 2 . 8 ( a ) p r e s e n t s a K D E o f a 1 - d i m e n s i o n a l Q o I a l o n g w i t h a
h i s t o g r a m r e p r e s e n t a t i o n o f t h e d a t a . T h e K D E a c t s a s a s m o o t h i n g p r o -
c e d u r e o f t h e h i s t o g r a m a s p r e v i o u s l y h i g h l i g h t e d . A n o t h e r p o s s i b i l i t y —
F i g . 2 . 8 ( b ) — i s t o u s e t h e q u a n t i l e d o t p l o t [ 1 1 7 ] w h i c h a l l o w s t o d i r e c t l y
c o u n t t h e q u a n t i l e s . I n t h i s e x a m p l e , t h e r e a r e 2 0 c i r c l e s , a n d b e l o w
F = 22.5 t h e r e a r e 1 1 c i r c l e s . T h u s > 5 0 % o f t h e s a m p l e s a r e l o c a t e d









( a ) K e r n e l D e n s i t y E s t i m a t i o n a n d h i s -









( b ) K e r n e l D e n s i t y E s t i m a t i o n a n d q u a n t i l e
d o t p l o t
F i g u r e 2 . 8 – V i s u a l i z a t i o n o f a 1 - d i m e n s i o n a l P D F .
O n c e t h e P D F o f t h e Q o I i s a v a i l a b l e , i t c a n b e u s e d t o : ( i ) o b s e r v e
t h e p r o b a b i l i t y o f e x c e e d i n g a t h r e s h o l d ; ( i i ) c o m p u t e t h e p r o b a b i l i t y t o
h a v e a c e r t a i n e v e n t ; o r j u s t ( i i i ) g e t g e n e r a l s t a t i s t i c s ( m e a n , v a r i a n c e ,
q u a n t i l e s ) .
P a g e 1 6 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
2 . 2 . U N C E R T A I N T Y Q U A N T I F I C A T I O N
2 . 2 . 2 S e n s i t i v i t y A n a l y s i s
SE N S I T I V I T Y A N A L Y S I S ( S A ) r e f e r s t o t h e d e t e r m i n a t i o n o f t h e c o n -t r i b u t i o n o f d i f f e r e n t p a r a m e t e r s o n q u a n t i t i e s o f i n t e r e s t [ 2 0 1 , 1 0 8 ] .
T h e m o s t n a t u r a l w a y t o d o S A w o u l d b e t o c o n s i d e r t h e d e r i v a t i v e s .
B u t t h i s i n f o r m a t i o n i s k n o w n t o b e t o o l o c a l o r r e s t r i c t i v e — a l t h o u g h
t h e r e a r e s o m e w o r k s e x t e n d i n g t h e c a p a b i l i t i e s o f t h e s e m e t h o d s [ 1 2 8 ] .
I n t h e l i t e r a t u r e , a d i s t i n c t i o n i s m a d e b e t w e e n l o c a l a n d g l o b a l S A . I n
t h e f o l l o w i n g b o t h l o c a l - b a s e d S A ( d e r i v a t i v e ) a n d g l o b a l - b a s e d S A
( v a r i a n c e - b a s e d a n d m o m e n t s - b a s e d ) m e t h o d s a r e p r e s e n t e d .
2 . 2 . 2 . 1 F r o m L o c a l t o G l o b a l S e n s i t i v i t y A n a l y s i s
A n i n t u i t i v e w a y t o c h a r a c t e r i z e t h e i m p o r t a n c e o f e a c h p a r a m e t e r o n a
Q o I i s t o c o m p u t e t h e d e r i v a t i v e s o f t h e o u t p u t w i t h r e s p e c t t o a n i n p u t .
T h i s m e t h o d i s c a l l e d e l e m e n t a r y e f f e c t s a n d a s u c c e s s f u l i m p l e m e n -
t a t i o n i s f o u n d w i t h M o r r i s [ 1 6 4 ] . A n e l e m e n t a r y e f f e c t dx∗k i s d e f i n e d
a s
dx∗k =
| Y (x∗k)− Y (xk) |
| x∗k − xk |
, ( 2 . 5 )
w i t h xk a g i v e n s a m p l e a n d x∗k a s a m p l e w h i c h d i f f e r s f r o m xk b y a n
i n c r e m e n t δ. T h i s e f f e c t c a n b e c o m p u t e d w i t h r e s p e c t t o Ns s a m p l e s
a n d d d i m e n s i o n s w h i c h i n d u c e t o a t o t a l n u m b e r o f s a m p l e s N =
Ns × (d + 1). I t i s c a l l e d a s c r e e n i n g m e t h o d a n d i t c o r r e s p o n d s t o a n
O A T w a l k o f t h e D o E . F i g u r e 2 . 9 i s a n e x a m p l e w i t h Ns = 5, d = 3. T h e n






| Y (x∗k)− Y (xik) |
| x∗k − xik |
. ( 2 . 6 )
A p o p u l a r e x t e n s i o n o f t h i s m e t h o d i s f o u n d w i t h t h e d e r i v a t i v e - b a s e d
g l o b a l s e n s i t i v i t y m e a s u r e s ( D G S M ) [ 1 2 8 , 2 8 ] . A l t h o u g h t h e s e m e t h o d s
p e r f o r m w e l l i n h i g h d i m e n s i o n s a n d w i t h a l o w s a m p l i n g s i z e , t h e y a r e
n o t e x e m p t o f f l a w s . A s l o c a l m e t h o d s , t h e c o n s t r u c t i o n o f t h e i n d i c e s
i s b a s e d o n l o c a l O A T v a r i a t i o n s w h i c h a r e n o t a b l e t o t a k e i n t o a c c o u n t
c o r r e c t l y c o r r e l a t i o n s b e t w e e n t h e i n p u t p a r a m e t e r s .
I t s h o u l d b e n o t e d t h a t s o m e s o l v e r s d i r e c t l y g i v e a c c e s s t o t h e
d e r i v a t i v e i n f o r m a t i o n f o r e a c h s a m p l e f o r a r e d u c e d e x t r a c o s t . A l -
t h o u g h t h i s c a p a b i l i t y r e q u i r e s s o m e e f f o r t i n t e r m s o f c o d e , s o m e
a u t o m a t i c d e r i v a t i v e s o f t w a r e c a n a l l e v i a t e t h i s e f f o r t .
2 . 2 . 2 . 2 V a r i a n c e - B a s e d S e n s i t i v i t y A n a l y s i s
V a r i a n c e - b a s e d S e n s i t i v i t y A n a l y s i s a l l o w s o b t a i n i n g t h e c o n t r i b u t i o n
o f t h e p a r a m e t e r s o n t h e Q o I ’ s v a r i a n c e [ 7 3 ] . C l a s s i c a l S o b o l ’ [ 2 1 7 ]
m e t h o d , w h i c h i s p r e s e n t e d , g i v e s n o t o n l y a r a n k i n g b u t a l s o q u a n t i f i e s
P a g e 1 7 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 2 . L I T E R A T U R E R E V I E W
F i g u r e 2 . 9 – S k e t c h o f M o r r i s ’ s s c r e e n i n g m e t h o d . S o u r c e [ 2 8 ] .
t h e i m p o r t a n c e f a c t o r u s i n g t h e v a r i a n c e . T h i s m e t h o d m a k e s t h e h y -
p o t h e s i s o f t h e i n d e p e n d e n c e o f t h e i n p u t v a r i a b l e s . I t u s e s a f u n c t i o n a l







Vij(Y ) + ...+ V1,2,...,d(Y ), ( 2 . 7 )
i n t r o d u c i n g c o n d i t i o n a l v a r i a n c e s :
Vi(Y ) = V[E(Y |xi)]
Vij(Y ) = V[E(Y |xixj)]− Vi(Y )− Vj(Y ),
S o b o l ’ i n d i c e s a r e e x p r e s s e d a s
Si =
Vi(Y )
V[Y ] Sij =
Vij(Y )
V[Y ] . ( 2 . 8 )
Si c o r r e s p o n d s t o t h e f i r s t - o r d e r t e r m w h i c h a p p r i s e s t h e c o n t r i b u t i o n
o f t h e i - t h p a r a m e t e r , w h i l e Sij c o r r e s p o n d s t o t h e s e c o n d - o r d e r t e r m
w h i c h i n f o r m s a b o u t t h e c o r r e l a t i o n s b e t w e e n t h e i - t h a n d t h e j - t h
p a r a m e t e r s . T h e s e e q u a t i o n s c a n b e g e n e r a l i z e d t o c o m p u t e h i g h e r
o r d e r t e r m s . H o w e v e r , t h e c o m p u t a t i o n a l e f f o r t t o c o n v e r g e t h e m i s
m o s t o f t e n n o t a t h a n d a n d t h e i r a n a l y s i s a n d i n t e r p r e t a t i o n s a r e n o t
s i m p l e .
T o t a l i n d i c e s r e p r e s e n t t h e g l o b a l c o n t r i b u t i o n o f t h e p a r a m e t e r s o n
t h e v a r i a n c e o f t h e Q o I a n d e x p r e s s a s :






Sijk + ... = 1− V[E(Y |x∼i)]V[Y ] . ( 2 . 9 )
P a g e 1 8 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
2 . 2 . U N C E R T A I N T Y Q U A N T I F I C A T I O N
F i g u r e 2 . 1 0 ( a ) i s a n e x a m p l e u s i n g I s h i g a m i f u n c t i o n [ 1 0 9 ]
Y (x) = sin x1 + 7 sin2 x2 + 0.1x43 sin x1, ( 2 . 1 0 )
w i t h x ∈ [−pi, pi]3. T h i s f u n c t i o n e x h i b i t s s t r o n g n o n - l i n e a r i t y a n d n o n -
m o n o t o n i c i t y . I t i s p a r t i c u l a r l y i n t e r e s t i n g b e c a u s e t h e f i r s t o r d e r i n d i c e
o f Sx3 = 0 w h e r e a s i t s t o t a l o r d e r i s STx3 = 0.244. N o t e t h a t o n s e c o n d
o r d e r i n d i c e s , Sx1,x3 = 0.244. I t m e a n s t h a t a l m o s t 2 5 % o f t h e o b s e r v e d
v a r i a n c e o n t h e Q o I i s d u e t o t h e c o r r e l a t i o n s b e t w e e n x3 a n d x1, a l -
t h o u g h x3 b y i t s e l f h a s n o i m p a c t o n t h e Q o I .
L o o k i n g a t F i g . 2 . 1 0 ( b ) , i t c a n b e n o t e d t h a t t h e c o n v e r g e n c e o f t h e s e
i n d i c e s r e q u i r e s a l a r g e s a m p l i n g s i z e . T h e r e q u i r e d s a m p l i n g s i z e i s
c a s e d e p e n d a n t a s i t d e p e n d s o n t h e n u m b e r o f i n p u t p a r a m e t e r s a n d
o n t h e c o m p l e x i t y o f t h e f u n c t i o n o f i n t e r e s t .
F i g u r e 2 . 1 1 g i v e s a v i s u a l e x p l a n a t i o n o f S o b o l ’ i n d i c e s . I t s h o w s
s c a t t e r p l o t s o f t h e o u t p u t w i t h r e s p e c t t o e a c h p a r a m e t e r . B y c o n d i -
t i o n i n g t h e o u t p u t v a l u e b y g i v e n v a l u e s o f t h e p a r a m e t e r ( b l a c k l i n e s ) ,
t h e c o n d i t i o n a l o u t p u t m e a n i s c o m p u t e d . I t c o r r e s p o n d s t o t h e t e r m
E(Y |xi). T a k i n g t h e v a r i a n c e o f t h i s t e r m g i v e s t h e n u m e r a t o r o f t h e
S o b o l ’ i n d i c e s . L o o k i n g a t x3, t h e v a r i a n c e o f t h e m e a n i s z e r o l e a d i n g
t o Sx3 = 0. B u t w e c a n f u r t h e r o b s e r v e t h a t t h e v a r i a n c e o f t h e o u t p u t i s
n o t c o n s t a n t a l o n g t h e p a r a m e t e r v a l u e s o f x3. T h i s h e t e r o s c e d a s t i c i t y
i s e x p l a i n e d b y h i g h e r o r d e r i n t e r a c t i o n s . M o r e o v e r , a n h e t e r o s c e d a s -
t i c i t y i s a l s o n o t i c e a b l e o n x1 l e a d i n g t o a n i n t e r a c t i o n b e t w e e n x3 a n d
x1. O n x2, t h e v a r i a n c e s e e m s t o b e c o n s t a n t a n d t h u s n u l l i n t e r a c t i o n
w i t h t h i s p a r a m e t e r c a n b e s u p p o s e d . T h i s c a s e i s f a i r l y s i m p l e t o a n a l -
y s e v i s u a l l y — a l t h o u g h i t i s o n l y a q u a l i t a t i v e a n a l y s i s . N e v e r t h e l e s s ,
w h e n t h e n u m b e r o f i n p u t p a r a m e t e r s i n c r e a s e s s u c h a n a l y s i s b e c o m e s
u n r e a l i s t i c a s i t w o u l d b e d i f f i c u l t t o c o n c l u d e o n h i g h - o r d e r t e r m s .
( a ) F i r s t a n d t o t a l S o b o l ’ i n d i c e s ( b ) C o n v e r g e n c e o f t h e S o b o l ’ i n d i c e s
F i g u r e 2 . 1 0 – F i r s t a n d t o t a l S o b o l ’ i n d i c e s w i t h c o n f i d e n c e i n t e r v a l s o n
t h e I s h i g a m i f u n c t i o n .
C l a s s i c a l e m p i r i c a l f o r m u l a t i o n s o f S o b o l ’ i n d i c e s r e q u i r e t h e u s e
o f 3 ( r e s p . 4 ) m a t r i c e s t o c o m p u t e f i r s t a n d t o t a l ( r e s p . a n d s e c o n d
P a g e 1 9 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
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F i g u r e 2 . 1 1 – S c a t t e r p l o t p e r c o m p o n e n t o f t h e I s h i g a m i f u n c t i o n . B l u e
c r o s s e s r e p r e s e n t t h e o u t p u t s , b l a c k l i n e s t h e c o n d i t i o n i n g o v e r a g i v e n
p a r a m e t e r , r e d d o t s t h e m e a n g i v e n a c o n d i t i o n i n g .
o r d e r i n d i c e s ) [ 2 0 0 ] . T h e c o m p u t a t i o n r e q u i r e s t w o i n d e p e n d e n t s a m -
p l i n g s A, B o f s i z e N a n d a m a t r i x AB w h i c h i s a c o m b i n a t i o n o f b o t h
m a t r i c e s ( r e s p . BA) . ABn c o r r e s p o n d s t o t h e m a t r i x A w i t h t h e c o l u m n
n f r o m t h e m a t r i x B . H e n c e t h e n u m b e r o f f o r w a r d m o d e l e v a l u a t i o n
i s Ns = N(d + 2). I n [ 2 6 ] , t h e y s h o w e d t h a t M a r t i n e z ’ s f o r m u l a t i o n i s
s t a b l e a n d p r o v i d e s a s y m p t o t i c c o n f i d e n c e i n t e r v a l s — a p p r o x i m a t e d
w i t h F i s h e r ’ s t r a n s f o r m a t i o n — f o r f i r s t o r d e r a n d t o t a l o r d e r i n d i c e s . M a r -
t i n e z ’ s e s t i m a t o r s w r i t e
Sˆi = ρ(Y (B), Y (ABn)) SˆTi = 1− ρ(Y (A), Y (ABn)), ( 2 . 1 1 )
w h e r e ρ i s t h e l i n e a r c o r r e l a t i o n c o e f f i c i e n t .
F o r a f u n c t i o n a l o u t p u t , a s f o r t h e L S 8 9 b l a d e c a s e — s e e C h a p t e r 1 0
a n d F i g . 2 . 1 2 — , S o b o l ’ i n d i c e s c a n b e c o m p u t e d a l l a l o n g t h e o u t p u t
v e c t o r a n d r e t r i e v e a m a p o r c r e a t e c o m p o s i t e i n d i c e s . A s d e s c r i b e d b y
M a r r e l [ 1 5 3 ] , a g g r e g a t e d i n d i c e s c a n a l s o b e c o m p u t e d a s t h e m e a n o f








. ( 2 . 1 2 )
A n o t e r e g a r d i n g t h e i n d e p e n d e n c e o f t h e i n p u t p a r a m e t e r s . I f t h e
n a t u r e o f t h e d e p e n d e n c e i n t e r m s o f p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n f u n c t i o n i s
k n o w n — t h r o u g h c o p u l a - b a s e d a p p r o a c h f o r i n s t a n c e [ 4 0 ] — , t h e S o b o l ’
f o r m u l a t i o n c a n b e e x t e n d e d [ 1 3 0 , 1 2 9 , 1 0 7 ] .
2 . 2 . 2 . 3 M o m e n t - b a s e d S e n s i t i v i t y A n a l y s i s
V a r i a n c e - b a s e d S A a r e s t a n d a r d m e t h o d s ( a l t h o u g h e l e m e n t a r y e f f e c t s
o r c l a s s i c a l r e g r e s s i o n a r e s t i l l c o m m o n l y u s e d a m o n g p r a c t i t i o n e r s [ 7 3 ] )
b u t t h e y d o n o t c o m e w i t h o u t f l a w s [ 3 5 ] :
P a g e 2 0 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
2 . 2 . U N C E R T A I N T Y Q U A N T I F I C A T I O N



















F i g u r e 2 . 1 2 – M a p o f S o b o l ’ i n d i c e s o f t w o i n p u t p a r a m e t e r s Tu a n d α
a l o n g t h e c u r v i l i n e a r a b s c i s s a x o f t h e L S 8 9 b l a d e .
• O n l y t h e s e c o n d o r d e r m o m e n t i s t a k e n i n t o a c c o u n t ,
I t m e a n s t h a t i f t h e Q o I ’ s P D F i s h i g h l y s k e w e d , m u l t i m o d a l o r
w i t h h e t e r o s c e d a s t i c d a t a , t h i s i n f o r m a t i o n w i l l b e l o s t . H e n c e ,
t h e v a r i a n c e i s o n l y a g o o d m e a s u r e i f t h e d i s t r i b u t i o n i s c l o s e t o
n o r m a l .
• T h e p a r a m e t e r s n e e d t o b e i n d e p e n d e n t ,
T h i s a s s u m p t i o n c a n b e m i t i g a t e d b y u s i n g s o m e c o r r e l a t i o n m a -
t r i c e s b u t t h e p r o c e d u r e i s n o t r e a l l y t r i v i a l .
• N u l l f i r s t o r d e r i n d i c e s d o e s n o t i m p l y t h a t t h e p a r a m e t e r i s i n d e -
p e n d e n t w i t h t h e Q o I ,
C o m p u t a t i o n o f h i g h - o r d e r t e r m s a n d t o t a l e f f e c t r e q u i r e a l o t
o f s a m p l e s t o c o n v e r g e . I t m a y b e i m p r a c t i c a l t o c o m p u t e t h e s e
q u a n t i t i e s .
M o m e n t - b a s e d m e t h o d s a r e b a s e d o n t h e w h o l e P D F t o m i t i g a t e
t h e s e i s s u e s [ 3 4 ] . B a s e d o n t h e u n c o n d i t i o n a l P D F , a c o n d i t i o n a l P D F
p e r p a r a m e t e r i s c o m p u t e d . T h e m o r e t h e c o n d i t i o n a l P D F d e v i a t e s
f r o m t h e u n c o n d i t i o n a l P D F , t h e m o r e t h e p a r a m e t e r h a s a n i m p a c t o n
t h e q u a n t i t y o f i n t e r e s t . T h e s a m e p r o c e d u r e c a n b e d o n e u s i n g t h e
E m p i r i c a l C u m u l a t i v e D e n s i t y F u n c t i o n ( E C D F ) , r e s p e c t i v e l y w i t h t h e
u n c o n d i t i o n a l E C D F . F i g u r e 2 . 1 3 v i s u a l l y s h o w s t h i s p r o c e d u r e . B i n s
o f s a m p l e s ( r e d c i r c l e s ) a r e u s e d t o c o m p u t e a c o n d i t i o n a l P D F o f t h e
o u t p u t . T h i s P D F i s c o m p a r e d t o t h e u n c o n d i t i o n a l P D F .
F i g u r e 2 . 1 4 s h o w s t h e c o m p u t a t i o n o f b o t h c o n d i t i o n a l a n d u n c o n d i -
t i o n a l P D F ( r e s p . E C D F ) . B a s e d o n t h e s e m o m e n t e s t i m a t i o n s , d i s t a n c e
c r i t e r i a c a n b e c o m p u t e d s u c h a s : L1, K o l m o g o r o v - S m i r n o v o r t h e
K u i p e r d i s t a n c e s . T h e m e t h o d d o e s n o t r e q u i r e a n y p a r t i c u l a r s a m p l i n g
n o r d o e s t h e p a r a m e t e r s r e q u i r e t o b e i n d e p e n d e n t . T h e l i m i t a t i o n s
P a g e 2 1 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 2 . L I T E R A T U R E R E V I E W
















































F i g u r e 2 . 1 3 – S c a t t e r p l o t p e r c o m p o n e n t o f t h e I s h i g a m i f u n c t i o n . B l a c k
l i n e r e p r e s e n t s t h e u n c o n d i t i o n a l P D F a n d r e d d o t s t h e s a m p l e s u s e d
t o c o m p u t e t h e c o n d i t i o n e d P D F s h o w n i n d a s h e d l i n e .
c o m e f r o m t h e a b i l i t y t o c o r r e c t l y e s t i m a t e t h e d e n s i t y a n d f r o m t h e
i n t e r p r e t a t i o n o f s o m e m e t r i c s a s t h e y m i g h t n o t b e a d i m e n s i o n a l i z e d
a s S o b o l ’ i n d i c e s .
























































F i g u r e 2 . 1 4 – M o m e n t i n d e p e n d e n t S A o n t h e I s h i g a m i f u n c t i o n .
A n o t h e r v i s u a l a p p r o a c h i s f o u n d w i t h t h e C u m u l a t i v e S u m s O f N O r -
m a l i z e d R e o r d e r e d O u t p u t m e t h o d ( C U S U N O R O ) [ 1 8 0 ] . T h e o u t p u t
i s n o r m a l i z e d a n d o r d e r e d i n f u n c t i o n o f a g i v e n p a r a m e t e r . T h e n , i t s
c u m u l a t i v e s u m v e c t o r i s c o m p u t e d . I n o t h e r w o r d s , t h i s c o r r e s p o n d s
t o t h e c o n d i t i o n a l E C D F a f t e r n o r m a l i z a t i o n . H e r e a s w e l l , t h e m o r e t h e
c u r v e i s f a r f r o m t h e u n c o n d i t i o n a l E C D F ( a f l a t l i n e a f t e r n o r m a l i z a t i o n ) ,
P a g e 2 2 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
2 . 2 . U N C E R T A I N T Y Q U A N T I F I C A T I O N
t h e m o r e t h e o u t p u t i s s e n s i t i v e t o t h e p a r a m e t e r — s e e F i g . 2 . 1 5 .
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F i g u r e 2 . 1 5 – C U S U N O R O o n t h e I s h i g a m i f u n c t i o n .
P a g e 2 3 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 2 . L I T E R A T U R E R E V I E W
2 . 3 S u r r o g a t e M o d e l s
CL A S S I C A L U Q m e t h o d s , b a s e d o n t h e M o n t e - C a r l o a p p r o a c h , r e -q u i r e a l a r g e n u m b e r o f e x p e r i m e n t s [ 1 0 6 , 1 0 8 , 1 3 1 , 1 3 5 , 2 0 1 , 2 1 9 ] ,
w h i c h q u i c k l y g o b e y o n d t h e l i m i t s o f a v a i l a b l e r e s o u r c e s ( C P U c o s t ,
b u d g e t ) . I n t h e f o l l o w i n g , n u m e r i c a l s i m u l a t i o n s a r e c o n s i d e r e d a n d
e s p e c i a l l y C F D s i m u l a t i o n s . T h e s e l i m i t s a r e e s p e c i a l l y t r u e w h e n i t
c o m e s t o l a r g e - d i m e n s i o n a l p r o b l e m s , b o t h w i t h r e s p e c t t o t h e d o m a i n
d i s c r e t i z a t i o n a n d t o t h e n u m b e r o f u n c e r t a i n i n p u t p a r a m e t e r s . D e p e n d -
i n g o n t h e f i d e l i t y s o u g h t , o n e h i g h f i d e l i t y s i m u l a t i o n c a n c o s t m i l l i o n s
h o u r s o f c o m p u t i n g t i m e . T h e c o s t o f t h e U Q s t u d y c a n , h o w e v e r , b e
s i g n i f i c a n t l y r e d u c e d w h e n t h e C F D c o d e i s r e p l a c e d b y a s u r r o g a t e
m o d e l w h i c h i s f o r m u l a t e d i n a p a r a m e t e r s p a c e a n d w h i c h i s f a s t t o
e v a l u a t e f o r a n y s e t o f u n c e r t a i n v a r i a b l e s [ 1 5 4 ] .
B e f o r e g o i n g f u r t h e r , l e t u s c l a r i f y t h e n a t u r e o f t h e f o r w a r d m o d e l .
T h e e n s e m b l e Y c o n s t i t u t e s a s e t o f o b s e r v e d Q o I . E a c h e l e m e n t c a n
e i t h e r b e a s c a l a r o r a v e c t o r i a l — o r f u n c t i o n a l — Q o I . W h e n c o n s i d e r i n g
s c a l a r Q o I , a g l o b a l p h y s i c a l p a r a m e t e r s u c h a s t h e m e a n t e m p e r a t u r e
f o r i n s t a n c e , a s i n g l e s u r r o g a t e m o d e l m a p p i n g Y (i) :=M(x(i)) c a n b e
c o n s t r u c t e d . I n c a s e o f a m u l t i d i m e n s i o n a l o u t p u t , o n e c a n c o n s i d e r
i n d e p e n d e n t s u r r o g a t e f o r e a c h e l e m e n t b u t t h e c o m p u t a t i o n a l c o s t
c a n r a p i d l y b e c o m e i n t r a c t a b l e . M o r e o v e r , t h e e l e m e n t s o f t h e v e c t o r i a l
Q o I c a n b e c o r r e l a t e d . A c l a s s i c a l s o l u t i o n i s f o u n d t h r o u g h t h e u s e
o f a P r o p e r O r t h o g o n a l D e c o m p o s i t i o n ( P O D ) [ 2 1 ] . B y p e r f o r m i n g a
P O D o n t h e Q o I , e a c h m o d e b e i n g o r t h o g o n a l , t h e y c a n b e t r e a t e d a s
i n d e p e n d e n t a n d t h e n a s u r r o g a t e m o d e l c a n b e b u i l t o n a r e d u c e d
s p a c e . I n [ 3 7 , 1 5 0 ] , t h i s m e t h o d w a s u s e d t o r e d u c e t h e c o m p u t a t i o n a l
c o s t a n d c o n s e r v e t h e s p a t i a l / t e m p o r a l c o r r e l a t i o n o f t h e Q o I .
F o r m u l a t i n g t h e s u r r o g a t e m o d e l r e l i e s o n a l i m i t e d n u m b e r o f f o r -
w a r d m o d e l i n t e g r a t i o n s r e f e r r e d t o a s t h e D o E . S e v e r a l s u r r o g a t e m o d -
e l s a r e f o u n d i n t h e l i t e r a t u r e , a m o n g w h o m g e n e r a l i z e d l i n e a r m o d e l s ,
p o l y n o m i a l m o d e l s , s p l i n e s , P o l y n o m i a l C h a o s ( P C ) e x p a n s i o n s , a r t i f i c i a l
n e u r a l n e t w o r k s o r G a u s s i a n P r o c e s s ( G P ) m o d e l s . I n t h i s w o r k , t w o
t y p e s o f s u r r o g a t e m o d e l s a r e u s e d t o a p p r o x i m a t e t h e b e h a v i o u r o f
f o r w a r d m o d e l s . P C e x p a n s i o n o n t h e o n e h a n d , G P r e g r e s s i o n o n t h e
o t h e r h a n d .
P C a p p r o a c h h a s r e c e i v e d m u c h a t t e n t i o n l a t e l y [ 6 0 , 2 2 0 , 2 3 9 , 2 4 0 ,
4 4 ] . T h e P C s u r r o g a t e m o d e l i s f o r m u l a t e d a s a p o l y n o m i a l e x p a n s i o n ,
i n w h i c h t h e b a s i s i s d e f i n e d a c c o r d i n g t o t h e d i s t r i b u t i o n o f t h e u n c e r -
t a i n i n p u t s x a n d t h e c o e f f i c i e n t s r e l a t e t o t h e s t a t i s t i c s o f t h e o u t p u t
Y. T h e c o e f f i c i e n t s a r e c o m p u t e d s o a s t o f i t t h e t r a i n i n g s e t (X,Y),
e i t h e r u s i n g r e g r e s s i o n o r s p e c t r a l p r o j e c t i o n m e t h o d s . T h e m e r i t s o f P C
s u r r o g a t e s w e r e d e m o n s t r a t e d i n v a r i o u s f i e l d s , e . g . s t r u c t u r a l m e c h a n -
i c s [ 6 0 , 3 0 ] , C F D [ 9 9 , 1 4 8 , 1 9 6 ] , h y d r o l o g y [ 5 6 ] , h y d r a u l i c s [ 1 4 1 , 6 7 ] ,
w i l d f i r e s [ 1 9 2 ] . A c o m p l e m e n t a r y a p p r o a c h b e t w e e n P C a n d E n K F w a s
p r e s e n t e d i n L i a n d X i u [ 1 4 0 ] a n d t e s t e d i n t h e f r a m e w o r k o f w i l d f i r e
b e h a v i o u r f o r e c a s t i n g i n R o c h o u x e t a l . [ 1 9 2 ] .
P a g e 2 4 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
2 . 3 . S U R R O G A T E M O D E L S
G P , t h a t i s s t r o n g l y r e l a t e d t o K r i g i n g i n g e o s t a t i s t i c s , i s a l s o o f i n -
c r e a s i n g i n t e r e s t [ 1 8 8 , 1 3 4 , 1 4 7 , 1 5 3 ] . T h e G P f o r m a l i s m t r e a t s t h e
f o r w a r d m o d e l r e s p o n s e a s a r e a l i z a t i o n o f a G a u s s i a n s t o c h a s t i c p r o -
c e s s i n d e x e d b y x a n d f u l l y c h a r a c t e r i z e d w i t h m e a n a n d c o v a r i a n c e
f u n c t i o n s c o n d i t i o n e d b y t h e t r a i n i n g s e t (X,Y). T h e G P s u r r o g a t e i s
b u i l t f i r s t , b y d e f i n i n g a c o v a r i a n c e k e r n e l f u n c t i o n b e t w e e n o u t p u t v a l -
u e s a n d a t r e n d f u n c t i o n a n d t h e n , b y e s t i m a t i n g t h e h y p e r p a r a m e t e r s
( e . g . v a r i a n c e , c h a r a c t e r i s t i c l e n g t h s c a l e ) t h a t p r o v i d e a g o o d f i t t o t h e
t r a i n i n g s e t . G P s u r r o g a t e s w e r e i n t r o d u c e d i n t h e c o n t e x t o f S A f o r e s t i -
m a t i n g S o b o l ’ i n d i c e s [ 1 6 8 , 1 5 2 , 1 3 3 ] . I n a n i n d u s t r i a l c o n t e x t — w h i c h i s
t h e c a s e h e r e — , s o m e b e n e f i t s o f t h i s m e t h o d a r e : ( i ) i t d o e s n o t r e q u i r e
a n y p r i o r k n o w l e d g e o f t h e p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n o f t h e u n c e r t a i n t i e s
o n t h e i n p u t p a r a m e t e r s ; ( i i ) i t d o e s n o t n e e d a s p e c i f i c s a m p l i n g o f
t h e p a r a m e t e r s p a c e w h i c h c o u l d l e a d t o c u r s e - o f - d i m e n s i o n a l i t y o r
m i s - e v a l u a t i o n o f t h e s p a c e ; a n d ( i i i ) i t p r o v i d e s a n e s t i m a t i o n o f t h e
p r e d i c t i v e e r r o r .
P C a n d G P s u r r o g a t e m o d e l s h a v e r e c e n t l y b e e n c o m p a r e d f o r U Q
a n d S A s t u d i e s [ 1 3 4 , 1 7 1 , 2 0 4 ] . O w e n e t a l . [ 1 7 1 ] e v a l u a t e d t h e p e r f o r -
m a n c e o f e a c h t y p e o f s u r r o g a t e i n t e r m s o f o u t p u t m e a n , v a r i a n c e
a n d P D F e s t i m a t i o n . L e G r a t i e t e t a l . [ 1 3 4 ] c o m p a r e d S o b o l ’ i n d i c e s
w i t h a p p l i c a t i o n s i n s t r u c t u r a l m e c h a n i c s ; f o r a g i v e n s i z e o f t h e t r a i n -
i n g s e t , P C a n d G P s u r r o g a t e m o d e l s w e r e f o u n d t o f e a t u r e a s i m i l a r
p r e d i c t i v e q u a l i t y — w i t h r e s p e c t t o t h e p r e d i c t i v e c o e f f i c i e n t Q2, a l s o
c a l l e d N a s h - S u t c l i f f e m o d e l e f f i c i e n c y c o e f f i c i e n t , w h i c h i s e q u i v a l e n t
t o t h e c o e f f i c i e n t o f d e t e r m i n a t i o n R2 f o r r e s i d u a l s ’ s p r e d i c t i o n [ 1 2 5 ]
( s e e S e c t i o n 2 . 3 . 5 ) . L e G r a t i e t e t a l . [ 1 3 4 ] a l s o e m p h a s i z e d t h a t t h e
r a n k i n g b e t w e e n P C a n d G P a p p r o a c h e s r e m a i n s p r o b l e m - d e p e n d e n t .
C o n s i d e r i n g t h e g e n e r a l c a s e o f a f u n c t i o n a l Q o I , t h e c o m m o n i d e a
o f P C a n d G P a p p r o a c h e s i s t o d e s i g n f o r e a c h e l e m e n t ( w i t h o r w i t h o u t
c o n s i d e r i n g a P O D ) a ∈ {a1, · · · , aM} a s u r r o g a t e w i t h a w e i g h t e d f i n i t e




γa,iΨi (x) , ( 2 . 1 3 )
w h e r e t h e c o e f f i c i e n t s γa,i a n d t h e b a s i s f u n c t i o n s Ψi a r e c a l i b r a t e d b y
t h e t r a i n i n g s e t XNs . T h e m a i n d i f f e r e n c e b e t w e e n P C ( S e c t . 2 . 3 . 2 ) a n d
G P ( S e c t . 2 . 3 . 3 ) a p p r o a c h e s s t a n d s i n t h e n a t u r e o f t h e s e m o d e l s : G P
i n t e r p o l a t e s t h e t r a i n i n g p o i n t s a n d c a p t u r e s l o c a l v a r i a t i o n s , w h i l e P C
i s a r e g r e s s i o n m e t h o d f o c u s i n g o n t h e g l o b a l b e h a v i o u r o f t h e m o d e l .
B a s i s f u n c t i o n s a n d c a l i b r a t i o n m e t h o d s a l s o d i f f e r b e t w e e n t h e s e t w o
a p p r o a c h e s .
S e c t i o n 2 . 3 . 1 p r e s e n t s t h e P O D w h i l e S e c t i o n 2 . 3 . 2 a n d S e c t i o n 2 . 3 . 3
r e s p e c t i v e l y d e f i n e t h e P C a n d t h e G P s u r r o g a t e m e t h o d s . A n o v e r v i e w
o f m e t h o d s c o m b i n i n g s e v e r a l l e v e l o f f i d e l i t y i s d o n e i n S e c t i o n 2 . 3 . 4 .
F i n a l l y , i n S e c t i o n 2 . 3 . 5 w e p r e s e n t q u a l i t y m e t r i c s a s s o c i a t e d w i t h s u r -
r o g a t e m o d e l s .
P a g e 2 5 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 2 . L I T E R A T U R E R E V I E W
2 . 3 . 1 S n a p s h o t M e t h o d
T h e k e y i d e a o f t h e s n a p s h o t m e t h o d [ 2 1 4 ] i s t o a c h i e v e a P O D o f t h e
c e n t r e d s n a p s h o t m a t r i x Y ∈ MM,N(R), w h i c h g a t h e r s t h e d i s c r e t i z e d
Q o I f o r t h e Ns s n a p s h o t s , f r o m w h i c h t h e s a m p l e m e a n i s s u b t r a c t e d .
F o r s i m p l i c i t y p u r p o s e , t h e Q o I a n o m a l y e l e m e n t a i s d e n o t e d y i n t h e






. T h e s n a p s h o t s c o r r e s p o n d t o t h e
c o l u m n v e c t o r s ; t h e kt h s n a p s h o t o f s i z e M i s d e n o t e d b y y(k).
B a s e d o n m a n y o b s e r v a t i o n s o f a r a n d o m v e c t o r , t h e P O D g i v e s t h e
o r t h o g o n a l d i r e c t i o n s o f l a r g e s t v a r i a n c e s ( o r m o d e s ) i n t h e p r o b a b i l i s t i c
v e c t o r s p a c e i n o r d e r t o r e d u c e t h e v e c t o r s p a c e d i m e n s i o n [ 2 2 ] . N o t e
t h a t f o r s i m p l i c i t y p u r p o s e , t h e a d j e c t i v e c e n t r e d i s d r o p p e d i n t h e
f o l l o w i n g w h e n r e f e r r i n g t o t h e c e n t r e d s n a p s h o t m a t r i x Y .
T h e P O D o f t h e s n a p s h o t c o v a r i a n c e m a t r i x C = N−1s YT Y ∈MNs(R)
i s e q u i v a l e n t t o t h e S i n g u l a r V a l u e D e c o m p o s i t i o n ( S V D ) o f t h e s n a p s h o t
m a t r i x Y :
Y = UΛVT =
rp∑
k=1
λk uk vTk , ( 2 . 1 4 )
w h e r e U ∈ MM(R) i s a n o r t h o g o n a l m a t r i x d i a g o n a l i z i n g YYT ( uk , t h e
kt h c o l u m n o f U, i s a l e f t s i n g u l a r v e c t o r o f Y ) , w h e r e V ∈MNs(R) i s a n
o r t h o g o n a l m a t r i x d i a g o n a l i z i n g YTY ( vk , t h e kt h c o l u m n o f V, i s a r i g h t
s i n g u l a r v e c t o r o f Y ) , a n d w h e r e Λ ∈MM,Ns(R) i s a r e c t a n g u l a r d i a g o n a l
m a t r i x i n c l u d i n g rp = min(M,Ns) s i n g u l a r v a l u e s o n i t s d i a g o n a l . T h e
s i n g u l a r v a l u e s {λk}1≤k≤rp a r e t h e s q u a r e r o o t s o f t h e e i g e n v a l u e s o f
C. N o t e t h a t i n t h e f o l l o w i n g , w e d o n o t r e d u c e f u r t h e r t h e r a n k o f t h e
s n a p s h o t m a t r i x Y .
F o r a g i v e n e l e m e n t a, a n y s n a p s h o t ha(x(k)) c a n t h e n b e r e t r i e v e d
a s a l i n e a r c o m b i n a t i o n o f rp m o d e s {Ψi}1≤i≤rp :
ya(x(k)) = (UΛVT)ak = Ua:(ΛVT ):k =
rp∑
i=1
γa,iΨi(x(k)), ( 2 . 1 5 )
w h e r e f o r a n y i ∈ {1, . . . ,M}, γa,i := Ua,i a n d Ψi(x(k)) := (ΛVT )i,k .
F i g u r e 2 . 1 6 i s a v i s u a l e x p l a n a t i o n o f t h e P O D o n t h e E l N i ñ o d a t a s e t —
s e e A p p e n d i x A . 2 . A P O D i s p e r f o r m e d o n t h e d a t a s e t c o m p o s e d o f
Ns = 54 c u r v e s . T h e f i r s t t w o m o d e s a c c o u n t r e s p e c t i v e l y f o r 7 3 % a n d
1 5 % o f t h e v a r i a n c e o f t h e d a t a . F i g u r e 2 . 1 6 ( a ) p r e s e n t s a v i s u a l i z a t i o n
o f t h e s a m e d a t a s e t i n t h i s 2 - d i m e n s i o n a l r e d u c e d s p a c e . H e n c e , e a c h
p o i n t o f t h e r e d u c e d s p a c e i s a s s o c i a t e d t o a c u r v e i n t h e o r i g i n a l s p a c e .
F i g u r e 2 . 1 6 ( c ) s h o w s t h e i n d i v i d u a l c o n t r i b u t i o n o f e a c h m o d e s f o r a
g i v e n s a m p l e w h i l e F i g . 2 . 1 6 ( d ) i s t h e s u m o f t h e s e c o n t r i b u t i o n s ( p l u s
t h e s a m p l e m e a n ) . D u e t o t h e m o d a l t r u n c a t i o n , t h e r e i s a l o s s o f
i n f o r m a t i o n .
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( d ) R e c o n s t r u c t i o n
F i g u r e 2 . 1 6 – P O D r e c o n s t r u c t i o n p r i n c i p l e a p p l i e d t o t h e E l N i ñ o d a t a s e t .
T o p f i g u r e s p r e s e n t a d e c o m p o s i t i o n o f t h e d a t a s e t i n t o a r e d u c e d s p a c e
u s i n g t w o c o m p o n e n t s . B o t t o m f i g u r e s p r e s e n t t h e r e c o n s t r u c t i o n o f a
s a m p l e .
2 . 3 . 2 P o l y n o m i a l C h a o s S u r r o g a t e M o d e l
T h e a l g o r i t h m t o b u i l d t h e P C s u r r o g a t e p r o c e e d s a s f o l l o w s :
1 . c h o o s e t h e p o l y n o m i a l b a s i s {Ψi}i≥0 a c c o r d i n g t o t h e a s s u m e d
P D F o f t h e i n p u t s x,
2 . c h o o s e t h e t o t a l p o l y n o m i a l d e g r e e P a c c o r d i n g t o t h e c o m p l e x i t y
o f t h e p h y s i c a l p r o c e s s e s ,
3 . t r u n c a t e t h e e x p a n s i o n t o rp c t e r m s t o k e e p t h e p r e d o m i n a n t i n -
f o r m a t i o n g i v e n b y t h e f o r w a r d m o d e l u s i n g s t a n d a r d t r u n c a t i o n
s t r a t e g y ( rp c d e p e n d s o n d a n d P a n d i s d e f i n e d f u r t h e r o n ) ,
4 . a p p l y s p e c t r a l p r o j e c t i o n s t r a t e g y ( i . e . G a u s s i a n q u a d r a t u r e r u l e )
t o c o m p u t e t h e c o e f f i c i e n t s {γa,i} i∈Nd
|i|≤P
f o r e a c h e l e m e n t a ( c a n u s e
a P O D o r n o t ) u s i n g Ns = (P + 1)d s n a p s h o t s ,
5 . f o r m u l a t e t h e s u r r o g a t e m o d e l Mp c a t e a c h e l e m e n t a, w h i c h c a n
b e e v a l u a t e d f o r a n y n e w p a i r o f p a r a m e t e r s x∗.
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N o t e t h a t w e u s e s t a n d a r d t r u n c a t i o n a n d p r o j e c t i o n s t r a t e g i e s p r e -
s e n t e d i n [ 1 3 5 ] a n d [ 2 3 9 ] .
2 . 3 . 2 . 1 P o l y n o m i a l B a s i s
E a c h c o m p o n e n t o f t h e r a n d o m v e c t o r x d e f i n e d i n t h e i n p u t p h y s i c a l
s p a c e i s s t a n d a r d i z e d a n d n o t e d b y ζ i n t h e f o l l o w i n g w a y : ζi = xi−µiσi




i a n d σi =
√
(Ns − 1)−1∑Nsk=1 (x(k)i − µi)2.
ya i s p r o j e c t e d o n t o a s t o c h a s t i c s p a c e s p a n n e d b y t h e o r t h o n o r m a l
p o l y n o m i a l f u n c t i o n s {Ψi}i≥0. T h e s e f u n c t i o n s a r e o r t h o n o r m a l w i t h
r e s p e c t t o t h e j o i n t d e n s i t y ρ(ζ), i . e .
∫
Z
Ψi(ζ)Ψj(ζ) ρ(ζ) dζ = δij, ( 2 . 1 6 )
w i t h δij t h e K r o n e c k e r d e l t a f u n c t i o n a n d Z ⊆ Rd t h e s p a c e i n w h i c h ζ
e v o l v e s .
I n p r a c t i c e , t h e o r t h o n o r m a l b a s i s i s b u i l t u s i n g t h e t e n s o r p r o d -
u c t o f 1 - D p o l y n o m i a l f u n c t i o n s : Ψi = Ψi,1 . . .Ψi,d w h e r e i i s t h e m u l t i -
i n d e x (i1, . . . , id) ∈ {0, 1, · · · , P}d. T h e c h o i c e f o r t h e b a s i s f u n c t i o n s
d e p e n d s o n t h e p r o b a b i l i t y m e a s u r e o f t h e r a n d o m v a r i a b l e s . A c c o r d i n g
t o A s k e y ’ s s c h e m e , t h e H e r m i t e p o l y n o m i a l s f o r m t h e o p t i m a l b a s i s
f o r r a n d o m v a r i a b l e s f o l l o w i n g t h e s t a n d a r d G a u s s i a n d i s t r i b u t i o n , a n d
t h e L e g e n d r e p o l y n o m i a l s a r e t h e c o u n t e r p a r t f o r t h e s t a n d a r d u n i f o r m
d i s t r i b u t i o n [ 2 4 0 ] .
2 . 3 . 2 . 2 T r u n c a t i o n S t r a t e g y
I n p r a c t i c e , t h e s u m i n E q . ( 2 . 1 3 ) i s t r u n c a t e d t o a f i n i t e n u m b e r o f
t e r m s rp c . U s i n g a s t a n d a r d t r u n c a t i o n s t r a t e g y rp c i s c o n s t r a i n e d b y t h e
n u m b e r o f r a n d o m v a r i a b l e s d a n d b y t h e t o t a l p o l y n o m i a l d e g r e e P a s :
rp c =
(d+ P )!
d!P ! , ( 2 . 1 7 )
m e a n i n g t h a t a l l p o l y n o m i a l s i n v o l v i n g t h e d r a n d o m v a r i a b l e s o f t o t a l
d e g r e e l e s s o r e q u a l t o P a r e r e t a i n e d i n t h e P C e x p a n s i o n . T h e P C -
a p p r o x i m a t e d Q o I a t e a c h e l e m e n t yp c (a) i s f o r m u l a t e d a s :




γa,iΨi (ζ) . ( 2 . 1 8 )
N o t e t h a t f o r s m a l l d, a d v a n c e d t r u n c a t i o n s t r a t e g i e s t h a t c o n s i s t i n
e l i m i n a t i n g h i g h - o r d e r i n t e r a c t i o n t e r m s o r u s i n g s p a r s e s t r u c t u r e [ 3 2 ,
1 6 0 ] a r e n o t n e c e s s a r y .
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2 . 3 . 2 . 3 S p e c t r a l P r o j e c t i o n S t r a t e g y
W e f o c u s h e r e o n n o n - i n t r u s i v e a p p r o a c h e s t o n u m e r i c a l l y c o m p u t e
t h e c o e f f i c i e n t s {γa,i} i∈Nd
|i|<P
i n E q . ( 2 . 1 8 ) u s i n g Ns s n a p s h o t s f r o m XNs .
T h e s p e c t r a l p r o j e c t i o n r e l i e s o n t h e o r t h o n o r m a l i t y p r o p e r t y o f t h e
p o l y n o m i a l b a s i s . T h e it h c o e f f i c i e n t γa,i i s c o m p u t e d u s i n g G a u s s i a n
q u a d r a t u r e a s :
γa,i =< ya,Ψi >∼=
Ns∑
k=1
y(k)a Ψi(ζ(k))w(k), ( 2 . 1 9 )
w h e r e y(k) =M(x(k)) i s t h e s n a p s h o t c o r r e s p o n d i n g t o t h e kt h q u a d r a -
t u r e r o o t x(k) o f Ψi ( i n t h e p h y s i c a l s p a c e ) , a n d w h e r e wk i s t h e w e i g h t
a s s o c i a t e d w i t h x(k) . (P+1) i s t h e n u m b e r o f q u a d r a t u r e r o o t s r e q u i r e d i n
e a c h u n c e r t a i n d i r e c t i o n t o e n s u r e a n a c c u r a t e c a l c u l a t i o n o f t h e i n t e g r a l
< ya,Ψi >. H e n c e , Ns = (P + 1)2 a t l e a s t f o r q u a d r a t u r e s t r a t e g i e s .
M o r e a d v a n c e d t e c h n i q u e s h a v e b e e n d e v e l o p e d i n o r d e r t o r e d u c e
t h e n u m b e r o f s a m p l e s r e q u i r e d u s i n g s p a r s e a p p r o a c h [ 3 2 , 1 3 6 , 1 6 0 ,
2 1 1 ] . H e n c e , o n l y t h e m o s t i m p o r t a n t t e r m s o f t h e e x p a n s i o n a r e k e p t
i n o r d e r t o l o w e r t h e s a m p l e b u d g e t .
2 . 3 . 3 G a u s s i a n P r o c e s s S u r r o g a t e M o d e l
T h e a l g o r i t h m t o b u i l d a G a u s s i a n P r o c e s s s u r r o g a t e p r o c e e d s a s f o l -
l o w s :
1 . c h o o s e t h e s i z e o f t h e t r a i n i n g s e t Ns,
2 . d r a w Ns s a m p l e s ( o r s n a p s h o t s ) i n t h e i n p u t r a n d o m s p a c e x,
3 . f o r m u l a t e t h e s u r r o g a t e m o d e l Mg p f o r t h e Q o I a t e a c h e l e m e n t a
( c a n u s e a P O D o r n o t ) , w h i c h c a n b e e v a l u a t e d f o r a n y x∗.
2 . 3 . 3 . 1 R e g r e s s i o n P r o c e d u r e
A G a u s s i a n P r o c e s s ( G P ) i s a c o l l e c t i o n o f r a n d o m v a r i a b l e s w h i c h h a v e
a j o i n t G a u s s i a n d i s t r i b u t i o n [ 1 8 8 ] . G P i s e q u i v a l e n t t o K r i g i n g [ 1 2 6 ] .
A G a u s s i a n P r o c e s s i s d e s c r i b e d b y i t s m e a n µ(x) a n d c o v a r i a n c e
k(x,x′)— w h e r e x,x′ a r e d i f f e r e n t s e t s o f i n p u t s
Ya(x) ∼ GP(µ(x), k(x,x′)), w i t h ( 2 . 2 0 )
m(x) = E [Ya(x)] ,
k(x,x′) = E [(Ya(x)− µ(x))(Ya(x′)− µ(x′))] .
H e r e t h e c o v a r i a n c e f u n c t i o n k ( o r k e r n e l ) i s c h o s e n a s a s q u a r e d
e x p o n e n t i a l








, ( 2 . 2 1 )
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w h e r e l i s a l e n g t h s c a l e t h a t d e s c r i b e s t h e d i s t a n c e a n d s t r e n g t h o f i n -
f l u e n c e f r o m o n e s a m p l e t o a n o t h e r a n d σx i s t h e v a r i a n c e o f t h e o u t p u t
s i g n a l . S q u a r e d e x p o n e n t i a l k e r n e l l e a d s t o s a t i s f y i n g r e s u l t s b u t o t h e r
k e r n e l f u n c t i o n s c o u l d h a v e b e e n c o n s i d e r e d , s u c h a s a d e c r e a s i n g e x -
p o n e n t i a l o n e o r a M a t é r n o n e – w i t h t h e i r a s s o c i a t e d h y p e r p a r a m e t e r s .
T h e c h o i c e o f t h e k e r n e l i s s t i l l a n o p e n p r o b l e m a n d c a n b e m i t i g a t e d
u s i n g t h e a v a i l a b l e i n f o r m a t i o n o n t h e p r o b l e m . T h e s q u a r e e x p o n e n t i a l
k e r n e l l e a d s t o v e r y s m o o t h , t h u s s t a b l e r e s u l t s . F u r t h e r m o r e , i t i m p l i e s
t h a t t h e m o d e l i s e x a c t a t s a m p l e p o i n t s ; i t d o e s n o t i n t r o d u c e a n y o t h e r
s t r o n g a s s u m p t i o n s , h e n c e i t s w i d e u s a g e a m o n g p r a c t i t i o n e r s .
T h e n t h e G P m o d e l c o n s i s t s o f a r e g r e s s i o n p r o v i d i n g a n i n t e r p o l a t i o n
Mg p f o r a n e w s e t o f i n p u t p a r a m e t e r s x∗:
Mg p a(x∗) = Y¯a(x∗) =
Ns∑
i=1
αik(xi,x∗), w i t h ( 2 . 2 2 )
α = (K + σ2nI)−1Ya,
w h e r e Y¯a i s t h e m e a n r e a l i z a t i o n , xi t h e i - t h s e t o f p a r a m e t e r s , Ya t h e
s n a p s h o t m a t r i x c o n s i d e r i n g e l e m e n t a a n d σn i s t h e n u g g e t e f f e c t
t h a t p r e v e n t s i l l - c o n d i t i o n i n g i s s u e s f o r t h e m a t r i x K . I n d e e d , i t i s t h e
m e a n r e a l i z a t i o n o f t h e c o n d i t i o n e d p r o c e s s c o n s i d e r i n g a n a r t i f i c i a l
n o i s y o b s e r v a t i o n w h i c h g i v e s t h e p r e d i c t i o n . T h e l e a r n i n g p h a s e o f
t h e G P c o n s i s t s i n s e l e c t i n g l, σn a n d σx s o t h a t Ya p a s s e s t h r o u g h o r
c l o s e t o t h e d a t a s e t p o i n t s . T h e s e h y p e r p a r a m e t e r s a r e o p t i m i z e d b y
m a x i m i z i n g t h e l o g l i k e l i h o o d a p p l i e d t o t h e d a t a s e t Ya u s i n g a b a s i n
h o p p i n g t e c h n i q u e [ 2 3 0 ] . A k e y a d v a n t a g e o f t h i s p r e d i c t o r i s t h a t i t
p r o v i d e s a n i n f e r e n c e a b o u t i t s p r e d i c t i o n v a r i a n c e
V[Ya(x∗)] = k(x∗,x∗)− k(x∗)T (K + σ2nI)−1k(x∗). ( 2 . 2 3 )
T h e r e g r e s s i o n m e t h o d o l o g y i s s h o w n i n F i g . 2 . 1 7 . O n F i g . 2 . 1 7 ( a ) , t h e
G P i s s a m p l e d o n t h e i n p u t p a r a m e t e r s p a c e . I n t h i s c a s e , a G P w i t h
z e r o m e a n a n d u n i t v a r i a n c e i s u s e d . I t m e a n s t h a t f o r e a c h xi, t h e
Q o I i s e s t i m a t e d a s a G a u s s i a n p r o c e s s o f z e r o m e a n a n d u n i t v a r i a n c e .
T h u s a l o n g t h e p a r a m e t e r xk , t h e G P i s d e f i n e d a s a n i n f i n i t e c o l l e c t i o n
o f G P s . T h e l i n k b e t w e e n e a c h G P i s a s s u r e d t h r o u g h t h e c o r r e l a t i o n
m a t r i x d e f i n e d b y t h e k e r n e l . O n c e s o m e o b s e r v a t i o n s a r e a d d e d —
s e e F i g . 2 . 1 7 ( b ) — , t h e G P i s c o n d i t i o n e d s o t h a t e a c h r e a l i z a t i o n o f t h e
G P p a s s e s t h r o u g h t h e o b s e r v a t i o n s . T h i s i n t r i n s i c p r o p e r t y o f t h e G P
c a n b e r e l a x e d b y c h a n g i n g t h e d i a g o n a l o f t h e c o r r e l a t i o n m a t r i x . T h i s
c a n b e u s e d t o t a k e i n t o a c c o u n t s o m e n o i s e i n t h e d a t a f o r i n s t a n c e .
M o r e o v e r , t h e m a t r i x c a n b e a d a p t e d p e r o b s e r v a t i o n i f t h e v a r i a n c e o f
t h e n o i s e i s k n o w n t o b e d i f f e r e n t — h e t e r o s c e d a s t i c n o i s e .
A s s a i d b e f o r e h a n d , t h e h y p e r p a r a m e t e r s a r e c h o s e n a s t o m a x i m i z e
t h e m a r g i n a l l o g l i k e l i h o o d . I t i s t h e i n t e g r a l o f t h e l i k e l i h o o d t i m e s t h e
p r i o r m a r g i n a l i z e d o v e r t h e f u n c t i o n v a l u e s :
p(y|x) =
∫
p(y|f , x)p(f |x)df . ( 2 . 2 4 )
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I n o t h e r w o r d s , m a x i m i z i n g t h i s q u a n t i t y w i l l t e n d t o r e d u c e t h e c o n f i -
d e n c e i n t e r v a l b e t w e e n e a c h p o i n t . I t i s t o b e n o t e d t h a t a l o n g e a c h
d i r e c t i o n o f t h e p a r a m e t e r s s p a c e , h a v i n g d i f f e r e n t s e t o f h y p e r p a r a m e -
t e r s i s p o s s i b l e s o t h a t a n i s o t r o p y c a n b e t a k e n i n t o a c c o u n t .
F i g u r e 2 . 1 7 – V i s u a l i z a t i o n o f 4 G a u s s i a n p r o c e s s e s : a r e p r e s e n t s a
s a m p l i n g o f t h e G P w h i l e i n b t h e s e f u n c t i o n s h a v e b e e n c o n d i t i o n e d o n
t w o p o i n t s . S h a d e d r e g i o n s r e p r e s e n t t w i c e t h e s t a n d a r d d e v i a t i o n o f
t h e G P s . S o u r c e : [ 1 8 8 ] .
2 . 3 . 4 M u l t i f i d e l i t y
I t i s p o s s i b l e t o c o m b i n e s e v e r a l l e v e l s o f f i d e l i t y i n o r d e r t o l o w e r t h e
c o m p u t a t i o n a l c o s t o f t h e s u r r o g a t e b u i l d i n g p r o c e s s . T h e f i d e l i t y c a n
b e e i t h e r e x p r e s s e d a s a m e s h d i f f e r e n c e , a c o n v e r g e n c e d i f f e r e n c e , o r
e v e n a d i f f e r e n t s e t o f s o l v e r s . S t a r t i n g f r o m [ 1 1 8 , 1 1 9 ] , t h e r e h a s b e e n
n u m e r o u s s t u d i e s o n t h i s t o p i c — s e e t h e s e r e v i e w s [ 1 3 2 , 1 7 5 , 7 2 ] . A l l i n
a l l , m u l t i f i d e l i t y a p p r o a c h e s a r e c o m m o n l y u s e d [ 1 7 2 , 2 3 2 , 1 7 ] .
I n [ 4 9 ] , a n e x t e n s i v e r e v i e w o f t h e p r i n c i p a l m e t h o d s i s p r e s e n t e d .
T h e y c o n c l u d e d t h a t t h e a p p r o a c h p r o p o s e d b y [ 7 5 ] w a s r o b u s t a n d
p e r f o r m a n t . T h e i r m e t h o d u s e s a l o w f i d e l i t y m o d e l a n d c o r r e c t s i t u s i n g
a m o d e l o f t h e e r r o r :
M(x) =Mc(x) +M(Ye(x), Yc(x)), ( 2 . 2 5 )
w i t h M t h e s u r r o g a t e m o d e l r e p r e s e n t i n g t h e e r r o r b e t w e e n t h e t w o
f i d e l i t y l e v e l s . F o r t h i s m e t h o d t o p e r f o r m o p t i m a l l y , n e s t e d d e s i g n o f
e x p e r i m e n t s a r e r e q u i r e d f o r t h e e r r o r m o d e l t o b e c o m p u t e d .
T h e p r o c e s s i s e x p l a i n e d i n F i g . 2 . 1 8 . I n t h i s e x a m p l e , w e s e e k t o
r e p r e s e n t t h e m o d e l Me. W e h a v e a t o u r d i s p o s a l a l i m i t e d n u m b e r o f
e v a l u a t i o n s ye o f t h i s m o d e l . O n l y u s i n g t h e s e s a m p l e s p r o d u c e s a m o d e l
w h i c h f a i l s t o p r e d i c t t h e Q o I f o r h i g h v a l u e s o f t h e i n p u t p a r a m e t e r . O n
t o p o f t h a t , w e h a v e a c c e s s t o a m o d e l Yc w i t h l o t s o f s a m p l e s d u e t o
i t s l o w e r c o s t . H e n c e , w e a r e a b l e t o p r e d i c t w i t h f i d e l i t y t h i s m o d e l .
P a g e 3 1 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
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H e n c e , t h e m u l t i f i d e l i t y a p p r o a c h a l l o w s t o f i x t h i s l o w f i d e l i t y m o d e l
w i t h t h e f e w e v a l u a t i o n s o f t h e h i g h f i d e l i t y m o d e l . T h i s p r o d u c e s a
s u r r o g a t e m o d e l w h i c h e x h i b i t s t h e c o r r e c t b e h a v i o u r o f t h e e x p e n s i v e
m o d e l .
















F i g u r e 2 . 1 8 – V i s u a l i z a t i o n o f t h e m u l t i f i d e l i t y p r o c e d u r e o n t h e a n a l y t i c a l
f u n c t i o n o f F o r r e s t e r .
C o n s i d e r i n g t w o l e v e l s o f f i d e l i t y Ye a n d Yc , r e s p e c t i v e l y a n e x p e n s i v e
a n d a c h e a p f u n c t i o n e x p r e s s e d a s a c o m p u t a t i o n a l c o s t . A c o s t r a t i o α
b e t w e e n t h e t w o c a n b e d e f i n e d a s :
α = Ye
Yc
. ( 2 . 2 6 )
U s i n g t h i s c o s t r e l a t i o n s h i p a n d s e t t i n g a c o m p u t a t i o n a l b u d g e t C , i t
i s p o s s i b l e t o g e t a r e l a t i o n b e t w e e n t h e n u m b e r o f c h e a p a n d e x p e n s i v e
r e a l i z a t i o n s :
CYe = NeYe +NcYc, ( 2 . 2 7 )
CYe = NeYe +Nc
α
Ye
, ( 2 . 2 8 )




. ( 2 . 3 0 )
A s t h e d e s i g n b e i n g n e s t e d , t h e n u m b e r o f c h e a p e x p e r i m e n t s m u s t
b e s t r i c t l y s u p e r i o r t o t h e n u m b e r o r e x p e n s i v e o n e s . I n d e e d , t h e o p p o -
s i t e w o u l d r e s u l t i n n o a d d i t i o n a l i n f o r m a t i o n t o t h e s y s t e m .
M u l t i f i d e l i t y a p p r o a c h e s h a v e n o t b e e n u s e d i n t h i s t h e s i s w o r k a s
t h e f o c u s w a s s e t o n o t h e r a s p e c t s .
P a g e 3 2 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
2 . 3 . S U R R O G A T E M O D E L S
2 . 3 . 5 M o d e l V a l i d a t i o n
A n i m p o r t a n t s t e p a f t e r h a v i n g c o n s t r u c t e d a s u r r o g a t e m o d e l i s t o
a s s e s s i t s v a l i d i t y . T h e r e a r e l o t s o f w a y s t o d o t h i s a n d t h e c o m m o n
m e t h o d c o n s i s t s i n c o m p a r i n g w i t h a m e t r i c t h e p r e d i c t i o n o f t h e m o d e l
a t a g i v e n p o i n t w i t h t h e d i r e c t m o d e l o u t p u t . T h e c l a s s i c a l a p p r o a c h
i s t o u s e a v a l i d a t i o n s e t w h i c h i s d i f f e r e n t t h a n t h e t r a i n i n g s e t . T h i s
h o l d o u t p r o c e d u r e r e q u i r e s t o s p l i t t h e e n t i r e d a t a s e t i n t o t w o d i s j o i n t e d
d a t a s e t s — s e e F i g . 2 . 1 9 . T h e r e a r e n o r u l e s a b o u t t h e d a t a s h a r i n g
p r o p o r t i o n s . T h i n g s l i k e t h e f i t t i n g t i m e o r t h e t o t a l n u m b e r o f s a m p l e s
l e a d t o v a r i o u s s p l i t t i n g s t r a t e g i e s . D e p e n d i n g o n t h e n u m b e r o f s i m -
u l a t i o n s t h a t c a n b e a f f o r d e d , t h e s a m e d a t a s e t c a n b e u s e d t o b o t h
c o n s t r u c t t h e s u r r o g a t e m o d e l a n d v a l i d a t e i t . I n d e p e n d e n t l y o f t h e
s t r a t e g y , v a r i o u s m e t r i c s c a n b e u s e d a n d c o m m o n o n e s a r e g i v e n a s
f o l l o w s . N o t e t h a t o n l y m e t r i c s u s e d f o r r e g r e s s i o n a r e p r e s e n t e d . T h e
l i t e r a t u r e a r o u n d c l a s s i f i c a t i o n m e t r i c i s l a r g e a n d o u t o f t h e s c o p e o f
t h i s w o r k .











F i g u r e 2 . 1 9 – 3 - d i m e n s i o n a l p a r a m e t e r s p a c e c a n o n i c a l v i s u a l i z a t i o n o f
t r a i n i n g ( t r i a n g l e s ) a n d v a l i d a t i o n ( c i r c l e s ) s e t s .
2 . 3 . 5 . 1 M e a n S q u a r e E r r o r a n d A l i k e
V a r i o u s m e t r i c s a r e u s e d t o c o m p a r e t h e r e s u l t s o f a k n o w n s a m p l e o v e r
t h e r e s u l t o f a p r e d i c t i o n f r o m a m o d e l . T h e M e a n S q u a r e E r r o r ( M S E )
b a s i c a l l y c o m p u t e s t h e s u m o f t h e s q u a r e d i f f e r e n c e s . T a k i n g i t s r o o t
a l l o w s c o n s e r v i n g t h e d i m e n s i o n a l i t y o f t h e Q o I





(Yi − Yˆi)2. ( 2 . 3 1 )
H o w e v e r , t h i s m e t h o d i s n o t r o b u s t t o o u t l i e r s a s o n e o r t w o v a l u e s c a n
l e a d t o l a r g e e r r o r s . M e a n a b s o l u t e e r r o r a n d m e d i a n a b s o l u t e e r r o r
P a g e 3 3 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
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h a v e a b e t t e r b e h a v i o u r t o w a r d t h i s . I n a n y c a s e , t h e l o w e r t h e e r r o r ,
t h e b e t t e r t h e m o d e l .
2 . 3 . 5 . 2 C o e f f i c i e n t o f D e t e r m i n a t i o n : Q2
A n o t h e r c o m m o n i n d i c a t o r i s t h e d e t e r m i n a t i o n c o e f f i c i e n t a l s o c a l l e d
p r e d i c t i v i t y c o e f f i c i e n t Q2 [ 1 5 2 ] . I t i s c o m p o s e d o f b o t h t h e m e a n s q u a r e
e r r o r a n d t h e v a r i a n c e o f t h e o u t p u t . I t i s a n o r m a l i z a t i o n o f t h e M S E b y
t h e s p r e a d o f t h e d a t a . T h e v a r i a n c e n o r m a l i z a t i o n m a k e s t h i s i n d i c a t o r
s t r i c t l y l o w e r t h a n 1 . T h i s i s h a n d y f o r c o m p a r i n g m o d e l s w i t h e a c h










Yi − Y i
)2 . ( 2 . 3 2 )
A p e r f e c t m o d e l i s c h a r a c t e r i z e d b y a Q2 = 1. W i t h a c o n s t a n t m o d e l , Yˆ
i s e q u a l t o t h e m e a n l e a d i n g t o Q2 = 0. F i n a l l y , Q2 = 0 c a n b e n e g a t i v e ,
m e a n i n g t h a t t h e m o d e l i s a r b i t r a r y w o r s e t h a n a c o n s t a n t m o d e l .
2 . 3 . 5 . 3 K o l m o g o r o v - S m i r n o v S t a t i s t i c a l T e s t
T h e K o l m o g o r o v - S m i r n o v t e s t i s a c l a s s i c a l m e t h o d u s e d t o e v a l u a t e t h e
s i m i l a r i t y b e t w e e n P D F s [ 4 6 ] . T h e d i f f i c u l t y o f t h i s m e t h o d c o m e s f r o m
t h e a v a i l a b i l i t y o f t h e r e a l P D F . L e t TF ( r e s p . TG) b e a r a n d o m v a r i a b l e
w i t h c u m u l a t i v e d i s t r i b u t i o n f u n c t i o n ( C D F ) F ( r e s p . G) . L e t Fn ( r e s p .
Gm) b e i t s e m p i r i c a l C D F b u i l t f r o m n ( r e s p . m) i n d e p e n d e n t r e a l i z a t i o n s
o f TF ( r e s p . TG) . T h e n , l e t u s d e f i n e t h e t e s t s t a t i s t i c s :
D = sup
x
|Fn(x)−Gm(x)|. ( 2 . 3 3 )
T h e n u l l h y p o t h e s i s f o r t h e K o l m o g o r o v - S m i r n o v s t a t i s t i c a l t e s t s u p -
p o s e s t h a t TF a n d TG a r e i d e n t i c a l l y d i s t r i b u t e d , i . e . F = G. T h e
K o l m o g o r o v - S m i r n o v t e s t l e a d s u s t o r e j e c t t h i s h y p o t h e s i s w i t h a t y p e





, ( 2 . 3 4 )
w i t h c(α) a t a b u l a t e d v a l u e f o u n d i n t h e l i t e r a t u r e [ 2 1 5 ] . C o n s i d e r i n g α =
0.05 a n d n = m = N , t h e n u l l h y p o t h e s i s i s r e j e c t e d i f D > 6,082 · 10−3.
2 . 3 . 5 . 4 G r a p h i c a l Q u a l i t y A s s e s s m e n t
A n e a s y w a y t o v i s u a l i z e t h e q u a l i t y o f t h e m o d e l i s t o p l o t a j o i n t p l o t .
I t s c o n s t r u c t i o n i s s i m p l e . F o r a g i v e n s a m p l e , t h e r e i s a n o b s e r v e d
v a l u e o f Q o I , l e t ’ s s a y 5 ( F i g . 2 . 2 0 ) . T h e n f o r t h e s a m e s a m p l e , w e t a k e
P a g e 3 4 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
2 . 3 . S U R R O G A T E M O D E L S
t h e p r e d i c t e d v a l u e o f Q o I , h e r e a l s o 5 . T h e s e t w o v a l u e s a r e u s e d t o
c o n s t r u c t a s c a t t e r p l o t . T h u s , i f t h e m o d e l i s p e r f e c t , p r e d i c t e d v a l u e s
a r e e q u a l t o o b s e r v e d v a l u e s l e a d i n g t o a l i n e o n t h i s g r a p h . O n t h e r i g h t
f i g u r e , t h e m o d e l i s n o t a s g o o d a s o n t h e l e f t , s o a n o b s e r v e d v a l u e o f
5 i s l i n k e d t o a p r e d i c t e d v a l u e o f 0 .
A s i m i l a r m e t h o d c o n s i s t s i n w o r k i n g o n q u a n t i l e s i n s t e a d o f a b s o l u t e
v a l u e s o f t h e o u t p u t . I t s i n t e r p r e t a t i o n i s s i m i l a r , a l i n e w o u l d i n d i c a t e a
p e r f e c t f i t .
F i g u r e 2 . 2 0 – J o i n t p l o t . Q o I f u n c t i o n o f t h e p r e d i c t e d Q o I g i v e n a
p a r a m e t e r s e t . T h e t r i a n g l e r e p r e s e n t s a n o b s e r v e d v a l u e o f 5 .
2 . 3 . 5 . 5 H o l d o u t a s O p p o s e d t o K - f o l d o r C r o s s V a l i d a t i o n
A n o t h e r m e t h o d i s t o k e e p t h e s a m e s a m p l e s e t f o r b o t h t r a i n i n g a n d
v a l i d a t i o n . I t i s c a l l e d c r o s s - v a l i d a t i o n o r K - f o l d [ 1 2 3 ] . I n t h i s c a s e , K
d i f f e r e n t m o d e l s a r e c o n s t r u c t e d o n s u b s e t s o f t h e d a t a s e t a n d t h e
m e t r i c s a r e c o m p u t e d o n t h e p o i n t s t h a t a r e n o t u s e d d u r i n g t h e f i t t i n g
o f t h e s e d i f f e r e n t m o d e l s . F o r K - f o l d t o w o r k o p t i m a l l y , i t a s s u m e s t h a t
t h e m o d e l i s f a i r l y s t a b l e t o t h e s e p o i n t s r e m o v a l . I n F i g . 2 . 2 1 , K = 3
w h i c h l e a d s t o 3 s u b s e t s o f 6 p o i n t s b e i n g c r e a t e d . T h e s e 6 p o i n t s a r e
u s e d f o r t r a i n i n g a m o d e l w h i l e t h e o t h e r 3 p o i n t s a r e u s e d f o r c o m p u t i n g
a m e t r i c . T h e s e o p e r a t i o n s a r e r e p e a t e d 3 t i m e s a n d a l l m e t r i c s r e s u l t s
a r e a g g r e g a t e d . A p a r t i c u l a r c a s e i s f o u n d w i t h K b e i n g e q u a l t o t h e
n u m b e r o f s a m p l e s . T h i s i s c a l l e d L e a v e - O n e - O u t ( L O O ) .
F i g u r e 2 . 2 1 – S k e t c h o f t h e K - f o l d m e t h o d o l o g y . K = 3 w i t h N = 9 w h i c h
l e a d s t o 3 s u b s e t s o f 6 p o i n t s .
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2 . 4 U n c e r t a i n t y V i s u a l i z a t i o n
IN S P I T E o f a w i d e l i t e r a t u r e o n U Q , t h e c o m m u n i t y h a s y e t t o p r o -p o s e e f f i c i e n t w a y s t o v i s u a l i z e u n c e r t a i n t i e s . I n d e e d , t o t h e a u t h o r ’ s
k n o w l e d g e , t h e r e i s n o c h a p t e r d e d i c a t e d t o v i s u a l i z a t i o n i n U Q r e f -
e r e n c e b o o k s [ 2 0 1 , 2 2 1 , 8 5 ] . T h i s r e m a i n s t o b e i n v e s t i g a t e d , e s p e -
c i a l l y f o r C o m p u t a t i o n a l F l u i d D y n a m i c s ( C F D ) a n d g e o s c i e n c e s a p p l i -
c a t i o n s [ 1 6 3 ] t h a t i n v o l v e c o m p l e x f i e l d s o f l a r g e d i m e n s i o n s . C l a s s i c a l
w a y s o f v i s u a l i z i n g s t a n d a r d s t a t i s t i c s c a n l e a d t o m i s i n t e r p r e t a t i o n [ 2 3 ] .
T h e c h a l l e n g e f o r s t a t e - o f - t h e - a r t v i s u a l i z a t i o n s o l u t i o n s s t a n d s i n t h e
d i m e n s i o n o f t h e d a t a . A s s u m i n g t h a t t h e d i m e n s i o n o f t h e d a t a i s l i m i t e d
( a s e t o f s c a l a r s ) , f o r i n s t a n c e w h e n d e a l i n g w i t h i n p u t d a t a , c a n o n i c a l
s u b p l o t s o f s u b s p a c e s a r e a d a p t e d . P a r a l l e l c o o r d i n a t e p l o t s [ 1 0 4 ] o r
K i v i a t p l o t ( a l s o r e f e r r e d t o a s t h e s p i d e r p l o t ) [ 9 4 ] t h a t a r e r e p r e s e n t e d
i n F i g u r e 2 . 2 2 o f f e r a n i n t e r e s t i n g a l t e r n a t i v e a n d s h a r e t h e s a m e i d e a
o f d e d i c a t i n g o n e i n p u t v a r i a b l e ( n o t e d xi) p e r a x i s ; K i v i a t ( r i g h t p a n e l )
p l o t b e i n g t h e e q u i v a l e n t t o p a r a l l e l c o o r d i n a t e s ( l e f t p a n e l ) p l o t i n p o l a r







x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7
F i g u r e 2 . 2 2 – S c h e m a t i c r e p r e s e n t a t i o n o f a p a r a l l e l c o o r d i n a t e p l o t
( l e f t ) a n d a K i v i a t p l o t ( r i g h t ) f o r o n e s a m p l e .
W h e n t h e d i m e n s i o n o f t h e d a t a i n c r e a s e s , f o r i n s t a n c e w h e n d e a l -
i n g w i t h f u n c t i o n a l o u t p u t f i e l d s d i s c r e t i z e d i n b o t h s p a c e a n d t i m e
o n f i n e m e s h e s , a d v a n c e d s t r a t e g i e s s h o u l d b e p r o p o s e d . D i f f e r e n t
s t r a t e g i e s a r e f o u n d i n t h e l i t e r a t u r e t o v i s u a l i z e s t a t i s t i c s o n t h e r e -
s p o n s e v a r i a b l e [ 1 8 3 , 3 8 , 3 3 ] . B e y o n d d e t e r m i n i s t i c s i m u l a t i o n s , m o v i n g
o n t o e n s e m b l e - b a s e d a p p r o a c h e s , t h e d i m e n s i o n o f t h e d a t a f u r t h e r
i n c r e a s e s .
A f i r s t a p p r o a c h i s t o l o o k a t e a c h r e a l i z a t i o n o f t h e d a t a s e t i n d i -
v i d u a l l y , i n t h e o u t p u t s p a c e w i t h c u r v e s , m a p s o r 3 D - g r a p h s . I n t h e
e a r l y w o r k o f S i r F r a n c i s G a l t o n a n d i t s b e a n m a c h i n e , t h e s a m p l i n g
p r o c e s s i l l u s t r a t e d t h e d e m o n s t r a t i o n o f t h e c e n t r a l l i m i t t h e o r e m s t a t -
i n g t h a t t h e b i n o m i a l d i s t r i b u t i o n a p p r o x i m a t e s t h e n o r m a l d i s t r i b u t i o n .
T h e a n i m a t e d v e r s i o n o f t h e s a m p l i n g p r o c e d u r e i s r e f e r r e d t o a s t h e
H y p o t h e t i c a l O u t c o m e P l o t s ( H O P s ) t e c h n i q u e [ 6 5 ] a n d w a s g e n e r a l i z e d
b y [ 1 0 1 ] f o r a s e t o f s c a l a r s a s p r e s e n t e d i n F i g . 2 . 2 3 .
P a g e 3 6 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
2 . 4 . U N C E R T A I N T Y V I S U A L I Z A T I O N
H O P s c o n s i s t s i n a n i m a t i n g a s u c c e s s i o n o f p o s s i b l e o u t c o m e s s a m -
p l e d f r o m t h e d a t a . I t w a s p r o v e n t o e n a b l e t h e e x p l o r a t i o n a n d t h e
u n d e r s t a n d i n g o f t h e d a t a s e t g e n e r a l c h a r a c t e r i s t i c , e v e n f o r p e o p l e
l a c k i n g s t a t i s t i c a l b a c k g r o u n d [ 2 9 ] w i t h t h e p o s s i b i l i t y t o v i s u a l l y g r a s p
c o r r e l a t i o n s i n t h e o u t p u t s .
Frame #n Frame #n+1 Frame #n Frame #n+1
f
F i g u r e 2 . 2 3 – S c h e m a t i c r e p r e s e n t a t i o n o f t h e H O P s m e t h o d f o r s i n g l e
s c a l a r o u t p u t ( l e f t ) o r m u l t i p l e s c a l a r o u t p u t s ( r i g h t ) .
S t a t i s t i c a l m o m e n t s a n d P D F p l o t a r e c o m m o n t o o l f o r v i s u a l i z i n g u n -
c e r t a i n t i e s i n t h e c o n t e x t o f e n s e m b l e s i m u l a t i o n a s i l l u s t r a t e d i n F i g . 2 . 2 4 .
T h e y a r e u s e f u l f o r r i s k a n a l y s i s a s t h e p r o b a b i l i t y o f e x c e e d i n g a t h r e s h -
o l d i s d i r e c t l y o b s e r v a b l e . F i g u r e 2 . 2 4 ( a ) d i s p l a y s t h e P D F f o r a s c a l a r
r e s p o n s e v a r i a b l e ( n o t e d f ) w h e r e t h e m e a n , t h e m o d e a n d e x t r e m e
p r o b a b i l i t i e s c a n b e o b s e r v e d . F i g u r e 2 . 2 4 ( b ) d i s p l a y s t h e p r i n c i p a l
m o d e o f t h e P D F ( s o l i d b l a c k l i n e ) f o r a f u n c t i o n a l r e s p o n s e v a r i a b l e
d i s c r e t i z e d i n t h e x−d i r e c t i o n . T h e P D F s t a n d a r d d e v i a t i o n ( a d d e d / r e -
m o v e d t o / f r o m t h e m e a n ) i s p l o t t e d i n d a s h e d l i n e s . T h e s e c u r v e s a r e
c o m p u t e d f o r e a c h x i n d e p e n d e n t l y a n d t h e y d o n o t r e p r e s e n t a p o s -
s i b l e s o l u t i o n o f t h e n u m e r i c a l s o l v e r . T h e b o x p l o t i n F i g u r e 2 . 2 4 ( c )
p r o v i d e s s i m i l a r i n f o r m a t i o n w h i l e d i m i n i s h i n g t h e f a l s e i l l u s i o n o f m e -
d i a n / m e a n c u r v e s . I t s h o u l d b e n o t e d t h a t u s e r s u s u a l l y h a v e a b e t t e r
u n d e r s t a n d i n g o f f r e q u e n c y [ 8 7 ] t h a n o f P D F s a n d t h a t t h e r e i s a g e n e r a l








F i g u r e 2 . 2 4 – S c h e m a t i c r e p r e s e n t a t i o n o f t h e P D F f o r a s c a l a r o u t p u t
( l e f t ) , f o r a f u n c t i o n a l o u t p u t ( m i d d l e ) a n d w i t h a b o x p l o t s o l u t i o n ( r i g h t ) .
T h e P D F m o d e i s r e p r e s e n t e d w i t h a s o l i d l i n e , t h e s t a n d a r d d e v i a t i o n
a d d e d / r e m o v e d t o / f r o m t h e m e a n i s r e p r e s e n t e d w i t h d a s h e d l i n e s .
A c o m p l e m e n t a r y a p p r o a c h b a s e d o n d e n s i t y c r i t e r i a w a s p r o p o s e d
b y [ 1 0 2 , 2 2 2 ] ; i t i s n o t e d H D R f o r H i g h e s t D e n s i t y R e g i o n a n d r e p r e -
P a g e 3 7 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 2 . L I T E R A T U R E R E V I E W
s e n t e d i n F i g . 2 . 2 5 . I t a l l o w s d e p i c t i n g s o m e s t a t i s t i c s ( f o r i n s t a n c e
m e d i a n o r o u t l i e r s ) t a k i n g i n t o a c c o u n t t h e f u n c t i o n a l r e s p o n s e v a r i a b l e
a s a w h o l e a n d w o r k i n g i n a r e d u c e d s p a c e ( P O D ) s p a n n e d b y t h e m o s t
s i g n i f i c a n t d i r e c t i o n s o f t h e o u t p u t s p a c e . W i t h i n t h i s r e d u c e d s p a c e ,
m e t r i c s f o r f u n c t i o n a l o u t p u t s a r e c o m p u t e d s u c h a s t h e d i s t a n c e t o
t h e m e d i a n ( b l u e c u r v e ) s o t h a t a b n o r m a l o r o u t l i e r o u t p u t s ( r e d a n d
g r e e n c u r v e s ) c a n b e d e t e c t e d a n d q u a n t i l e s c a n b e e s t i m a t e d ( b l u e
e n v e l o p e ) . E a c h c u r v e r e p r e s e n t s e i t h e r a r e a l i z a t i o n w i t h i n t h e d a t a
s e t o r a n a d d i t i o n a l r e a l i z a t i o n s a m p l e d i n t h e r e d u c e d s p a c e ; t h u s
f u n c t i o n a l c h a r a c t e r i s t i c s s u c h a s s p a t i a l o r t e m p o r a l c o r r e l a t i o n a r e
p r e s e r v e d . F r o m [ 1 8 2 , 1 9 1 ] , t h e H D R m e t h o d i s m o r e r o b u s t t o o u t l i e r
d e t e c t i o n t h a n o t h e r m e t h o d s s u c h a s f u n c t i o n a l b o x p l o t [ 2 2 2 , 2 3 7 ] .
                                 
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   







F i g u r e 2 . 2 5 – S c h e m a t i c r e p r e s e n t a t i o n o f d a t a s e t f u n c t i o n a l r e a l i z a -
t i o n s c h a r a c t e r i z e d w i t h H D R m e t r i c s . T h e m e d i a n i s r e p r e s e n t e d b y
t h e s o l i d b l u e l i n e , t h e a b n o r m a l a n d o u t l i e r s a r e r e p r e s e n t e d b y t h e
r e d a n d g r e e n l i n e s a n d t h e 5 0 % a n d 9 0 % q u a n t i l e s a r e r e p r e s e n t e d b y
b l u e s h a d e d e n v e l o p e s .
2 . 4 . 1 H i g h e s t D e n s i t y R e g i o n
T h e d a t a s e t o u t p u t i s c o n s i d e r e d a s a m a t r i x w h e r e e a c h l i n e c o r r e -
s p o n d s t o a r e a l i z a t i o n . T h i s m a t r i x i s d e c o m p o s e d b y P O D . T h e m o d e s
a r e o r d e r e d b y d e c r e a s i n g i m p o r t a n c e i n t e r m s o f c o n t r i b u t i o n t o t h e
v a r i a n c e a n d o n l y a f i n i t e n u m b e r o f m o d e s a r e k e p t . I n t h i s r e d u c e d
s p a c e , t h e f u n c t i o n a l d a t a s e t o f l a r g e d i m e n s i o n s i s c o n v e n i e n t l y r e p -
r e s e n t e d b y a l i m i t e d n u m b e r o f s c a l a r s m a p p e d o n t o m o s t s i g n i f i c a n t
d i r e c t i o n s t h a t m a x i m i z e s t h e v a r i a n c e o f t h e r e s p o n s e v a r i a b l e . W i t h i n
t h i s r e d u c e d s p a c e , t h e c l a s s i f i c a t i o n o f d i f f e r e n t p a t t e r n s o r t h e c o m -
p u t a t i o n o f m e t r i c s i s e a s e d [ 1 9 0 ] . H e n c e , w i t h i n t h i s r e d u c e d s p a c e ,
t h e m e d i a n r e a l i z a t i o n c o r r e s p o n d s t o t h e H D R l o c a t i o n . T h e d i s t a n c e
t o t h i s p o i n t i s c o m p u t e d i n t h e m o d a l s p a c e ; t h e f u r t h e r a p o i n t i s f r o m
P a g e 3 8 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
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t h e H D R , t h e l e s s p r o b a b l e i s t h e r e a l i z a t i o n
1
.
A m u l t i v a r i a t e K D E ( s e e S e c t i o n 2 . 2 . 1 ) t e c h n i q u e i s u s e d t o e s t i m a t e
t h e P D F fˆ(xr) o f t h i s m u l t i v a r i a t e s p a c e . F r o m t h i s K D E , t h e H D R r e a d s
Rα = xr : fˆ(xr) ≥ fα, ( 2 . 3 5 )
w i t h fα s u c h t h a t
∫
Rα
fˆ(xr)dxr = 1 − α. W i t h t h i s d e f i n i t i o n , t h e H D R
c o r r e s p o n d s t o t h e r e g i o n o f h i g h e s t P D F w i t h a c u m u l a t i v e p r o b a b i l i t y o f
1−α. T h e 5 0 % a n d 9 0 % H D R a r e c o m p u t e d , c o r r e s p o n d i n g r e s p e c t i v e l y
t o α = 0.5 a n d α = 0.1. B y c o n s t r u c t i o n a H D R d e v e l o p s a r o u n d t h e
m a x i m u m P D F max{fˆ(xr)} w h i c h i d e n t i f i e s t h e m o s t p r o b a b l e m o d e .
T r a n s p o s e d u s i n g t h e i n v e r s e t r a n s f o r m f r o m t h e r e d u c e d s p a c e t o t h e
o r i g i n a l s p a c e , t h i s m o s t p r o b a b l e m o d e c o r r e s p o n d s t o t h e ” c e n t r a l
c u r v e ” — a l s o r e f e r r e d t o a s t h e m e d i a n c u r v e .
E x c e p t i f t h e r e s p o n s e v a r i a b l e o f t h e s y s t e m o f i n t e r e s t i s c h a o t i c
u n d e r t h e p e r t u r b a t i o n o f i t s i n p u t p a r a m e t e r s , t h e P O D i s e x p e c t e d
t o d r a s t i c a l l y r e d u c e t h e d i m e n s i o n a l i t y o f t h e p r o b l e m . F u r t h e r m o r e ,
a s t h e s y s t e m ’ s r e s p o n s e v a r i a b l e i s a l s o e x p e c t e d t o o s c i l l a t e a r o u n d
s o m e m o d e s , t h e p o i n t s i n t h e r e d u c e d s p a c e a r e l i k e l y t o b e r e l a t i v e l y
c l u s t e r e d a r o u n d t h e m o d e s . T h i s m i t i g a t e s t h e d i f f i c u l t y o f t h e d e n s i t y
e s t i m a t i o n p r o c e d u r e .
( a ) ( b )
F i g u r e 2 . 2 6 – H D R b o x p l o t o n t h e E l N i ñ o d a t a s e t . a s c a t t e r p l o t o f
t h e 2 - d i m e n s i o n a l r e d u c e d s p a c e w i t h e a c h d o t a s a r e a l i z a t i o n . b
d a t a s e t v i s u a l i z a t i o n w i t h e a c h c u r v e a s a r e a l i z a t i o n f r o m t h e d a t a b a s e .
S h a d e d a r e a s a r e c o n f i d e n c e i n t e r v a l s , t h i c k s o l i d b l a c k l i n e i s t h e m e a n
r e a l i z a t i o n a n d h i g h l i g h t e d - d a s h e d c u r v e s a r e o u t l i e r s .
F i g . 2 . 2 6 i l l u s t r a t e s t h e H D R b o x p l o t f o r t h e E l N i ñ o d a t a s e t i n t h e
r e d u c e d s p a c e ( l e f t ) w h e n o n l y t w o m o d e s a r e r e t a i n e d e n s u r i n g t h a t
a t l e a s t 8 0 % o f t h e r e s p o n s e v a r i a b l e v a r i a n c e i s c o n s e r v e d . E a c h
r e a l i z a t i o n i s c h a r a c t e r i z e d w i t h r e s p e c t t o t h e H D R m e t r i c . I n t h e m o d a l
s p a c e , e a c h d o t r e p r e s e n t s a r e a l i z a t i o n w i t h i n t h e d a t a s e t a n d t h e
c o n t o u r i n g r e p r e s e n t s t h e 5 0 % a n d 9 0 % q u a n t i l e s . I n t h e r e s p o n s e
1
T h e t e r m m e d i a n , w h i c h i s u s e d i n t h e l i t e r a t u r e , i s r e s t r i c t i v e i f t h e r e a r e m u l t i p l e
c l u s t e r s o f p o i n t i n t h e r e d u c e d s p a c e .
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v a r i a b l e p h y s i c a l s p a c e ( r i g h t ) , c y a n c u r v e s r e p r e s e n t t h e r e a l i z a t i o n s
f r o m t h e d a t a s e t , t h e o u t l i e r s a r e c o l o u r e d - d a s h e d c u r v e s , t h e t h i c k
b l a c k c u r v e i s t h e m e d i a n a n d t h e g r e y s h a d e d a r e a s r e p r e s e n t 5 0 % a n d
9 0 % q u a n t i l e s e n v e l o p e s . I t s h o u l d b e n o t e d t h a t a d d i t i o n a l r e a l i z a t i o n s
w i t h c h o s e n c h a r a c t e r i s t i c s o n t h e o u t p u t s c o u l d b e d r a w n b y s a m p l i n g
t h e i n p u t f o r s p e c i f i c H D R c r i t e r i a .
P a g e 4 0 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
3 | S c i e n t i f i c Q u e s t i o n s
FR O M t h i s l i t e r a t u r e r e v i e w , t h i s t h e s i s p r o p o s e s t o c o n t r i b u t e t o t h r e ea x i s :
• H o w t o c o n s t r u c t a D o E i n a h i g h - d i m e n s i o n a l p a r a m e t e r s p a c e ?
T h e n u m b e r o f s i m u l a t i o n s a t h a n d i s h i g h l y c o n s t r a i n e d b y t h e
c o m p u t a t i o n a l p o w e r , t h e c o s t a n d t h e r e t u r n t i m e . A s u r r o g a t e
c a n o n l y i n t e r p o l a t e t h e p h y s i c s w h i c h h a s a l r e a d y b e e n s e e n ,
h e n c e t h e n e e d t o e x p l o r e u n i f o r m l y t h e p a r a m e t e r s p a c e . W h e n
t h e n u m b e r o f p a r a m e t e r s i s h i g h , c o n t r o l l i n g t h e s p a r s i t y i n t h e
D o E i s c h a l l e n g i n g . I h a v e d e v e l o p e d a n e w s a m p l i n g s t r a t e g y t h a t
i s v e r s a t i l e a n d p e r f o r m s w e l l w i t h s u c h c o n s t r a i n s .
• H o w t o r e s a m p l e a D o E b y c o n s i d e r i n g t h e Q o I o f a l r e a d y s a m p l e d
e x p e r i m e n t s ?
U s i n g t h e a f o r e m e n t i o n e d n o v e l m e t h o d , i t i s p o s s i b l e t o i t e r a t i v e l y
c o m p l e t e t h e D o E . T h i s m e t h o d d o e s n o t i n c o r p o r a t e a n y p r i o r
i n f o r m a t i o n o n t h e s h a p e o f t h e r e s p o n s e o f t h e s y s t e m . H e r e I
p r o p o s e a m e t h o d w h i c h c o m b i n e s a G a u s s i a n P r o c e s s s u r r o g a t e
m o d e l w i t h a L O O C V p r o c e d u r e i n o r d e r t o a d d a n e w s a m p l e i n t h e
D o E . T h i s m e t h o d h a s p r o v e n g o o d b e h a v i o u r i n h i g h - d i m e n s i o n a l
p a r a m e t e r s p a c e .
• H o w t o v i s u a l i z e u n c e r t a i n t i e s i n h i g h - d i m e n s i o n a l c a s e s ?
A n a l y s i n g b o t h i n p u t p a r a m e t e r s p a c e a n d Q o I i s c h a l l e n g i n g w h e n
t h e d i m e n s i o n i s h i g h . I p r e s e n t s o m e n e w w a y s t o h e l p u n d e r s t a n d
u n c e r t a i n t i e s i n t h i s c o n t e x t .
T o s u p p o r t t h e s e m e t h o d o l o g i c a l a s p e c t s , s o m e i n d u s t r i a l a p p l i c a -
t i o n s h a v e b e e n u s e d .
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TH E M A I N c o n t r i b u t i o n o f t h i s t h e s i s l i e s i n t h e d i s s e m i n a t i o n o f m yw o r k t h r o u g h a n o p e n s o u r c e p y t h o n l i b r a r y c a l l e d B A T M A N . T h u s ,
a l l t h e n e w m e t h o d o l o g i e s d e v e l o p e d a r e o p e n l y a v a i l a b l e t o t h e c o m -
m u n i t y .
O n a s t r i c t a c a d e m i c p o i n t o f v i e w , I h a v e p r o d u c e d
1
:
7 a r t i c l e s ( 3 a c c e p t e d , 4 i n r e v i e w s ) ,
7 c o m m u n i c a t i o n s i n c o n f e r e n c e s ,
3 r e v i e w s i n i n t e r n a t i o n a l j o u r n a l s ,
2 i m p l i c a t i o n s i n E u r o p e a n p r o j e c t s .
T h e f o l l o w i n g c h a p t e r s p r o v i d e a n i n - d e e p p r e s e n t a t i o n o f t h e n e w
m e t h o d o l o g i e s d e v e l o p e d d u r i n g t h i s t h e s i s .
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R e v i e w s
I h a v e b e e n r e v i e w i n g m a n u s c r i p t s i n t h e f o l l o w i n g j o u r n a l s
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• C o m p u t a t i o n a l G e o s c i e n c e s ( I F 2 . 7 2 6 ) ,
• S t o c h a s t i c E n v i r o n m e n t a l R e s e a r c h a n d R i s k A s s e s s m e n t ( I F 2 . 6 6 8 ) ,
• C o m p u t e r M e t h o d s i n A p p l i e d M e c h a n i c s a n d E n g i n e e r i n g ( I F
4 . 4 4 1 ) .
E u r o p e a n P r o j e c t s
E o C o E a c t i o n : E s t i m a t e s o f h y d r a u l i c v a r i a b l e s a n d u n c e r t a i n t y e s t i -
m a t e s f o r m a j o r r i v e r s i n F r a n c e u s e d f o r h y d r o p o w e r p r o d u c t i o n ,
G r a n d A g r e e m e n t N u m b e r : E I N F R A - 6 7 6 6 2 9 .
C O S T a c t i o n : s e c o n d a r y p r o p o s e r f o r : M o d e l A u d i t i n g a n d S e n s I t i v i t y
A n a l y s i s ( M A S I A ) .
T r a i n i n g
I h a v e p a r t i c i p a t e d i n t h e c r e a t i o n o f a S m a l l P r i v a t e O n l i n e C o u r s e
( S P O C ) c a l l e d : F u n d a m e n t a l s o f U n c e r t a i n t y Q u a n t i f i c a t i o n . A l l s e s s i o n s
a r e b u i l t u p o n e v i d e n c e - b a s e d p r i n c i p l e s f r o m c o g n i t i v e p s y c h o l o g y
a n d l e a r n i n g r e s e a r c h w i t h t h e h e l p o f a n e x p e r t r e s e a r c h e r i n a c t i v e
o n l i n e l e a r n i n g .
h t t p s : / / c e r f a c s . f r / d e s c r i p t i o n - s p o c - u q /
T h i s o n l i n e t r a i n i n g c o u r s e p r e s e n t s t h e f u n d a m e n t a l c o n c e p t s o f U Q .
T h e c o u r s e c o n t e n t i s d i v i d e d i n 3 c o n s e c u t i v e w e e k s :
W e e k 1 : i n t r o d u c t i o n t o u n c e r t a i n t y q u a n t i f i c a t i o n ,
W e e k 2 : u n c e r t a i n t y p r o p a g a t i o n a n d s e n s i t i v i t y a n a l y s i s ,
W e e k 3 : f o r m u l a t i o n , v a l i d a t i o n a n d a p p l i c a t i o n o f s u r r o g a t e m o d e l s .
A n i n t e r a c t i v e l i v e c o n f e r e n c e c l o s e s t h e 3 - w e e k s e s s i o n s , f o c u s s i n g
o n U Q a n a l y s i s f o r a n a p p l i c a t i v e t e s t c a s e i n C F D .
A t t h e e n d o f t h i s t r a i n i n g , t h e t r a i n e e s h o u l d b e a b l e t o
• g i v e a g r o u n d e d o p i n i o n a b o u t v a r i o u s t o o l s o f U Q : s e n s i t i v i t y
a n a l y s i s , D o E , s u r r o g a t e m o d e l ,
2
R e v i e w s h a v e b e e n v e r i f i e d o n p u b l o n s : p u b l o n s . c o m / a / 1 5 6 7 6 8 1
P a g e 4 7 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 4 . S C I E N T I F I C D I S S E M I N A T I O N
• s e t u p a U Q a n a l y s i s o n a s i m p l e p r o b l e m : c h o o s e a n a p p r o p r i a t e
s e t o f t o o l s f o r a c a s e s t u d y ,
• m a k e t h e m o s t o f a U Q s t u d y ( m o d e l l i n g t h e i n p u t u n c e r t a i n t i e s ,
s a m p l i n g t h e u n c e r t a i n i n p u t d o m a i n , q u a n t i f y i n g t h e o u t p u t u n c e r -
t a i n t y , a n a l y s i n g t h e o u t p u t s e n s i t i v i t y w i t h r e s p e c t t o t h e i n p u t s ) .
T h i s o n l i n e c o u r s e h a s b e e n r u n t w i c e , a n d I h a v e b e e n p r e s e n t i n g
t h e l i v e s e s s i o n s . W e h a v e r e c e i v e d a l o t o f g o o d f e e d b a c k s , w e a r e
i m p r o v i n g a n d u p d a t i n g t h i s p r o d u c t c o n t i n u o u s l y .
P a g e 4 8 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
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E n r a i s o n d e l ’ i n t é r ê t c r o i s s a n t p o u r l a U Q a u c o u r s d e
l a d e r n i è r e d é c e n n i e , u n n o m b r e i m p o r t a n t d ’ o u t i l s / b i b l i o -
t h è q u e s d é d i é s à l a U Q s o n t m a i n t e n a n t d i s p o n i b l e s p o u r
l a c o m m u n a u t é s c i e n t i f i q u e . P a r e x e m p l e , O p e n T U R N S e s t
u n e i m p o r t a n t e b i b l i o t h è q u e s c i e n t i f i q u e o p e n - s o u r c e ( G N U
L G P L ) d é v e l o p p é e p a r E D F , A i r b u s , P h i m e c a e t I M A C S e t
u t i l i s a b l e c o m m e m o d u l e P y t h o n d é d i é a u t r a i t e m e n t d e s
i n c e r t i t u d e s e t a u x a n a l y s e s d e f i a b i l i t é d a n s u n e a p p r o c h e
i n d u s t r i e l l e [ 2 7 ] .
B a y e s i a n A n a l y s i s T o o l f o r M o d e l l i n g a n d u n c e r t A i n t y q u a N -
t i f i c a t i o n ( b a t m a n ) e s t u n p a q u e t P y t h o n o p e n s o u r c e d é d i é à
l ’ a n a l y s e s t a t i s t i q u e b a s é e s u r u n e a p p r o c h e n o n i n t r u s i v e [ 5 ]
d é v e l o p p é a u C E R F A C S . L a b i b l i o t h è q u e B a t m a n f o u r n i t u n
c a d r e p r a t i q u e , m o d u l a i r e e t e f f i c a c e p o u r l a c o n c e p t i o n d e
D o E , d e m o d è l e d e s u b s t i t u t i o n e t p o u r l a q u a n t i f i c a t i o n d e
l ’ i n c e r t i t u d e – v o i r F i g . 5 . 1 . B a t m a n s ’ a p p u i e s u r d e s p a q u e t s
p y t h o n o p e n s o u r c e s d é d i é s a u x s t a t i s t i q u e s ( O p e n T U R N S
e t S c i k i t - L e a r n [ 1 7 4 ] ) . B a t m a n e s t s o u s l i c e n c e C E C I L L - B ; i l
e s t a c t i v e m e n t d é v e l o p p é e t m a i n t e n u p a r l e s c h e r c h e u r s d u
C E R F A C S v i a l a p l a t e f o r m e G i t L a b .
C e c h a p i t r e p r é s e n t e B a t m a n , d e s a g e n è s e à s o n u t i l i s a -
t i o n a i n s i q u e q u e l q u e s f o n c t i o n n a l i t é s c l é s .
5 . 1 D e s c r i p t i o n
DU E T O t h e i n c r e a s i n g i n t e r e s t i n U Q o v e r t h e l a s t d e c a d e , a s i g n i f -i c a n t n u m b e r o f U Q - d e d i c a t e d t o o l s / l i b r a r i e s a r e n o w a v a i l a b l e
f o r t h e s c i e n t i f i c c o m m u n i t y . F o r e x a m p l e , O p e n T U R N S i s a f a m o u s
o p e n - s o u r c e ( G N U L G P L ) s c i e n t i f i c l i b r a r y d e v e l o p e d s i n c e 2 0 0 5 b y
E D F , A i r b u s , P h i m e c a a n d I M A C S a n d u s a b l e a s a P y t h o n m o d u l e d e d -
i c a t e d t o u n c e r t a i n t y t r e a t m e n t a n d r e l i a b i l i t y a n a l y s i s i n a s t r u c t u r e d
i n d u s t r i a l a p p r o a c h [ 2 7 ] .
O p e n T U R N S o f f e r s a w i d e c a t a l o g u e o f f e a t u r e s f o r U Q ( e . g . P C
e x p a n s i o n [ 6 4 ] , S o b o l ’ i n d i c e s , D o E ) a n d b e n e f i t s f r o m a w e l l - o r g a n i z e d
d e v e l o p e r s ’ a n d u s e r s ’ c o m m u n i t y ( f o r u m , t r a i n i n g , u s e r g u i d e s ) . I t
c a n e i t h e r b e u s e d a s a P y t h o n m o d u l e o r a s a c o m p o n e n t w i t h i n a
c o u p l i n g p l a t f o r m . F o r f u r t h e r i n f o r m a t i o n o n t h e O p e n T U R N S l i b r a r y ,
t h e r e a d e r i s r e f e r r e d t o t h e o n l i n e r e f e r e n c e a n d u s e c a s e g u i d e s .
O p e n T U R N S i s a p o w e r f u l a n d c o m p l e t e s t a t i s t i c a l l i b r a r y b u t a s b e i n g
u s e d o p e r a t i o n a l l y , a n d b e i n g i n a r e s e a r c h m o d e t h u s i n h e r i t a t i n g
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f r o m e x i s t i n g d e v e l o p m e n t s a t C E R F A C S , i t w a s n o t e n v i s a g e a b l e t o
d i r e c t l y i m p l e m e n t n e w m e t h o d o l o g i e s . M o r e o v e r , a s c o d e d i n C + + , t h e
d e v e l o p m e n t t i m e i s k n o w n t o b e o n e o r d e r s l o w e r t h a n w i t h P y t h o n .
T h u s i t h a s b e e n d e c i d e d t h a t t h i s t h e s i s w o u l d r e l y o n a n a v a i l a b l e
i n - h o u s e l i b r a r y .
B a y e s i a n A n a l y s i s T o o l f o r M o d e l l i n g a n d u n c e r t A i n t y q u a N t i f i c a t i o n
( b a t m a n ) i s a n o p e n s o u r c e P y t h o n p a c k a g e d e d i c a t e d t o s t a t i s t i c a l
a n a l y s i s b a s e d o n n o n - i n t r u s i v e e n s e m b l e e x p e r i m e n t [ 5 ] d e v e l o p e d a t
C E R F A C S . B a t m a n l i b r a r y p r o v i d e s a c o n v e n i e n t , m o d u l a r a n d e f f i c i e n t
f r a m e w o r k f o r d e s i g n o f e x p e r i m e n t s , s u r r o g a t e m o d e l a n d u n c e r t a i n t y
q u a n t i f i c a t i o n — s e e F i g . 5 . 1 . B a t m a n r e l i e s o n o p e n s o u r c e p y t h o n p a c k -
a g e s d e d i c a t e d t o s t a t i s t i c s ( O p e n T U R N S a n d S c i k i t - L e a r n [ 1 7 4 ] ) . B a t -
m a n h a n d l e s t h e w o r k f l o w f o r s t a t i s t i c a l a n a l y s i s . I t m a k e s t h e m o s t o f
H P C r e s o u r c e s b y m a n a g i n g a s y n c h r o n o u s p a r a l l e l t a s k s . T h e i n t e r n a l
p a r a l l e l i s m o f e a c h t a s k d o e s n o t c o n f l i c t w i t h b a t m a n ’ s p a r a l l e l e n v i r o n -
m e n t . B a t m a n a n a l y s i s i s l a u n c h e d f r o m a c o m m a n d l i n e i n t e r f a c e a n d a
s e t t i n g f i l e . B a t m a n f u n c t i o n a l i t i e s c a n a l s o b e a c c e s s e d t h r o u g h a n A P I .
B a t m a n i s C E C I L L - B l i c e n s e d ; i t i s a c t i v e l y d e v e l o p e d a n d m a i n t a i n e d
b y r e s e a r c h e r s a t C E R F A C S t h r o u g h t h e G i t L a b p l a t f o r m :
h t t p s : / / g i t l a b . c o m / c e r f a c s / b a t m a n

















F i g u r e 5 . 1 – G e n e r a l w o r k f l o w o f B a t m a n .
T h i s p r o j e c t , a n d t h e c o d e r e l a t e d , w a s i n i t i a t e d i n 2 0 0 7 a t C E R F A C S
u n d e r t h e n a m e J P O D ( J a c k P r o p e r O r t h o g o n a l D e c o m p o s i t i o n ) b y T .
P a g e 5 0 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
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B r a c o n n i e r a n d M . F e r r i e r , w h i c h w e r e s u p e r v i s e d b y J - C . J o u h a u d a n d
J - F . B o u s s u g e . D u r i n g 5 y e a r s , t h e c o d e h a s b e e n s u c c e s s f u l l y t e s t e d
a n d v a l i d a t e d o n i n d u s t r i a l c o n f i g u r a t i o n s d u r i n g t h e E u r o p e a n S i m S A C
a n d A L E F ( F P 7 ) p r o j e c t s .
T h e p r o j e c t h a s b e e n d o r m a n t u n t i l 2 0 1 5 w h e n R o m a i n D u p u i s ( P h D
s t u d e n t s u p e r v i s e d b y J - C . J o u h a u d ) s t a r t e d t o b e i n t e r e s t e d i n s u r r o -
g a t e m o d e l s f o r a e r o t h e r m a l p r e d i c t i o n s . A r o u n d t h e s a m e t i m e , a n U Q
a x i s w a s s t a r t e d a t C E R F A C S . A f t e r t h a t , i n 2 0 1 6 , U n c e r t a i n t y Q u a n t i f i -
c a t i o n c a p a b i l i t i e s w e r e a d d e d b y m e l e a d i n g t o t h e n e w n a m e : B a t m a n .
O n N o v e m b e r , 2 3 t h 2 0 1 7 t h e U Q t e a m o f C E R F A C S h a v e d e c i d e d t o
r e l e a s e t h e c o d e o n G i t L a b a s o p e n - s o u r c e u n d e r t h e C E C I L L - B f r e e
s o f t w a r e l i c e n s e a g r e e m e n t .
T h e f o l l o w i n g p e o p l e h a v e b e e n c o r e c o n t r i b u t o r s t o b a t m a n ’ s d e -
v e l o p m e n t a n d m a i n t e n a n c e :
• P a m p h i l e R o y ,
• R o m a i n D u p u i s ,
• J e a n - C h r i s t o p h e J o u h a u d ,
• S o p h i e R i c c i ,
• R o b i n C a m p e t ,
• C y r i l F o u r n i e r ,
• A n t o i n e D e c h a u m e ( J P O D ) ,
• T h i e r r y B r a c o n n i e r ( J P O D ) ,
• M a r c F e r r i e r ( J P O D ) .
5 . 2 I m p l e m e n t a t i o n
T h e l i b r a r y i s d e v e l o p e d i n P y t h o n 3 . x a n d t h e c o d e i s c o m p a t i b i l i t y w i t h
l e g a c y P y t h o n ( 2 . 7 . x ) . T h e c o d e i s s t r u c t u r e d b y a n o b j e c t o r i e n t e d
a p p r o a c h b y u s i n g c l a s s e s . T h i s a l l o w s t o c o n n e c t B a t m a n w i t h a l l
P y t h o n ’ s e c o s y s t e m .
T h e c o d e i s d e v e l o p e d u s i n g a T e s t D r i v e n D e v e l o p m e n t ( T D D ) a p -
p r o a c h . T h u s e v e r y f u n c t i o n a n d c l a s s i s t e s t e d b y u n i t - t e s t s , s y s t e m
t e s t s a n d i n t e g r a t i o n t e s t s . M o r e o v e r , p r o g r a m m i n g s t y l e s t a n d a r d s a r e
r e s p e c t e d m e a n i n g t h a t t h e c o d e i s c o m p l e t e l y d o c u m e n t e d a n d s h o u l d
b e m a i n t a i n a b l e w i t h l o w e f f o r t .
G i t v e r s i o n i n g s y s t e m i s u s e d t h r o u g h t h e w e b i n t e r f a c e o f G i t l a b . I t
a l l o w s t o m a n a g e t h e p r o j e c t w i t h i s s u e s a n d m i l e s t o n e s . T h e g i t b r a n c h -
i n g m o d e l f o l l o w s t h e g i t f l o w i n i t i a t i v e . A m a s t e r b r a n c h i s u s e d f o r
r e l e a s e s w h i l e a d e v e l o p b r a n c h i n c o r p o r a t e s t h e l a t e s t s t a b l e c h a n g e s .
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F o r e a c h n e w c o d e , f e a t u r e b r a n c h e s a r e c r e a t e d . I n o r d e r t o s y n -
c h r o n i z e t o t h e s e b r a n c h e s , t h e c o d e m u s t h a v e b e e n r e v i e w e d b y a t
l e a s t t w o t r u s t e d d e v e l o p e r s . A l o n g w i t h e v e r y s y n c h r o n i z a t i o n o f t h e
b r a n c h e s o n t h e s e r v e r , C o n t i n u o u s I n t e g r a t i o n ( C I ) t o o l s a r e u s e d . A l l
t h e s e p r o c e s s e s e n s u r e t h a t b o t h m a s t e r a n d d e v e l o p b r a n c h e s a r e
b u g f r e e , t e s t e d a n d d o c u m e n t e d .
T h e r e i s n o f i x e d r e l e a s e c y c l e . W h e n a n e w r e l e a s e i s m a d e o n
m a s t e r , b u i l d s a r e c r e a t e d f o r e a s y i n s t a l l a t i o n w i t h b o t h c o n d a a n d p i p .
T h e r e a d e r m a y r e f e r t o t h e o n l i n e d o c u m e n t a t i o n :
h t t p : / / b a t m a n . r e a d t h e d o c s . i o
5 . 3 F u n c t i o n a l i t i e s
T h e B a t m a n p a c k a g e i n c l u d e s t h r e e f o l d e r s :
d o c c o n t a i n s t h e d o c u m e n t a t i o n ,
b a t m a n c o n t a i n s t h e m o d u l e i m p l e m e n t a t i o n ,
t e s t _ c a s e s c o n t a i n s s o m e e x a m p l e .
5 . 3 . 1 G e n e r a l f u n c t i o n m e n t
T h e p a c k a g e i s c o m p o s e d o f s e v e r a l p y t h o n m o d u l e s w h i c h a r e s e l f
c o n t a i n e d w i t h i n t h e d i r e c t o r y b a t m a n . F o l l o w i n g i s a q u i c k r e f e r e n c e —
s e e A p p e n d i x D f o r m o r e d e t a i l s — :
u i c o m m a n d l i n e i n t e r f a c e ,
s p a c e d e f i n e s t h e ( r e ) s a m p l i n g s p a c e ,
s u r r o g a t e c o n s t r u c t s t h e s u r r o g a t e m o d e l ,
u q u n c e r t a i n t y q u a n t i f i c a t i o n ,
v i s u a l i z a t i o n u n c e r t a i n t y v i s u a l i z a t i o n ,
p o d c o n s t r u c t s t h e P O D ,
d r i v e r c o n t a i n s t h e m a i n f u n c t i o n s ,
t a s k s d e f i n e s t h e c o n t e x t t o c o m p u t e e a c h s n a p s h o t f r o m ,
f u n c t i o n s d e f i n e s u s e f u l t e s t f u n c t i o n s ,
m i s c d e f i n e s t h e l o g g i n g c o n f i g u r a t i o n a n d t h e s e t t i n g s s c h e m a .
P a g e 5 2 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
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5 . 3 . 2 U s i n g i t
A f t e r B a t m a n h a s b e e n i n s t a l l e d , b a t m a n i s a v a i l a b l e a s a c o m m a n d l i n e
t o o l o r i t c a n b e i m p o r t e d i n p y t h o n . T h u s B a t m a n i s l a u n c h e d u s i n g :
b a t m a n s e t t i n g s . j s o n
T h e d e f i n i t i o n o f t h e c a s e i s t o b e f i l l e d i n s e t t i n g s . j s o n . A n o u t p u t d i -
r e c t o r y i s c r e a t e d a n d i t c o n t a i n s t h e r e s u l t s o f t h e c o m p u t a t i o n s p l i t t e d
a c r o s s t h e f o l l o w i n g f o l d e r s :
• s n a p s h o t s ,
• s u r r o g a t e ,
• p r e d i c t i o n s ,
• u q .
5 . 3 . 3 C o n t e n t o f t e s t _ c a s e s
T h i s f o l d e r c o n t a i n s r e a d y t o l a u n c h e x a m p l e s :
B a s i c _ f u n c t i o n i s a s i m p l e 1 - i n p u t p a r a m e t e r f u n c t i o n ,
M i c h a l e w i c z i s a 2 - i n p u t p a r a m e t e r s n o n - l i n e a r f u n c t i o n ,
I s h i g a m i i s a 3 - i n p u t p a r a m e t e r s ,
G _ F u n c t i o n i s a 4 - i n p u t p a r a m e t e r s ,
C h a n n e l _ F l o w i s a 2 - i n p u t p a r a m e t e r s w i t h a f u n c t i o n n a l o u t p u t ,
M a s c a r e t m a k e u s e o f M A S C A R E T o p e n s o u r c e s o f t w a r e ( n o t i n c l u d e d ) .
I n e v e r y c a s e f o l d e r , t h e r e i s R E A D M E . r s t f i l e t h a t s u m m a r i z e s a n d
e x p l a i n s t h e c a s e .
5 . 4 D i s s e m i n a t i o n
S i n c e b a t m a n w a s p u b l i c l y m a d e a v a i l a b l e i n 2 0 1 7 , w e h a v e b e e n u s i n g
i t w i t h i n d u s t r i a l p a r t n e r s :
• E D F ,
• A I R B U S ,
• S A F R A N ,
• T o t a l .
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M o r e o v e r , w e a r e c o l l a b o r a t i n g w i t h a c a d e m i c a n d i n s t i t u t i o n a l p a r t -
n e r s :
• S t a n f o r d U n i v e r s i t y ,
• B a s q u e c e n t e r f o r a p p l i e d m a t h e m a t i c s ( b c a m ) ,
• C e r e m a ,
• S C H A P I ,
• I N S A T o u l o u s e ,
• E N S E E I H T ,
• M O N A S H U n i v e r s i t y ,
• C S I R O ,
• U n i v e r s i t y o f H o h e n h e i m .
P a g e 5 4 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
6 | C o n s t r u c t i n g a D e s i g n o f E x p e r -
i m e n t s
D a n s c e q u i s u i t , j e p r o p o s e u n e n o u v e l l e m é t h o d e d e
c o n s t r u c t i o n d ’ u n D o E s t o c h a s t i q u e e t i t é r a t i f — n o m m é
K D O E — b a s é s u r u n e e s t i m a t i o n d e d e n s i t é d e n o y a u ( K D E ) .
I l s ’ a g i t d ’ u n p r o c e s s u s e n d e u x é t a p e s : ( i ) l e s é c h a n t i l l o n s
c a n d i d a t s s o n t g é n é r é s e n u t i l i s a n t u n e c h a î n e d e M a r k o v
b a s é s u r u n K D E , e t ( i i ) l ’ u n d ’ e u x e s t s é l e c t i o n n é e n f o n c t i o n
d e c e r t a i n e s m é t r i q u e s . L a p e r f o r m a n c e d e l a m é t h o d e e s t
é v a l u é e a u m o y e n d u c r i t è r e d e r e m p l i s s a g e d e l ’ e s p a c e à
s a v o i r u n e d i s c r é p a n c e C2.
K D O E s e m b l e ê t r e a u s s i p e r f o r m a n t q u e l e s m é t h o d e s
c l a s s i q u e s n o n i t é r a t i v e s e n f a i b l e d i m e n s i o n , a l o r s q u ’ i l p r é -
s e n t e d e s p e r f o r m a n c e s a c c r u e s p o u r l e s e s p a c e s d e p a r a -
m è t r e s à h a u t e d i m e n s i o n .
C e t r a v a i l p r o p o s e u n e n o u v e l l e m é t h o d o l o g i e d ’ é c h a n -
t i l l o n n a g e s t o c h a s t i q u e d e l ’ e s p a c e d e s p a r a m è t r e s d ’ e n t r é e
p e r m e t t a n t , d e m a n i è r e i t é r a t i v e , d e p r e n d r e e n c o m p t e t o u t e
c o n t r a i n t e , t e l l e q u e d e s D o E n o n r e c t a n g u l a i r e s , d e s i n d i c e s
d e s e n s i b i l i t é o u m ê m e d e s c o n t r a i n t e s d e q u a l i t é s u r d e s
s o u s - p r o j e c t i o n s p a r t i c u l i è r e s c o m m e d a n s [ 1 1 4 ] .
C ’ e s t u n e m é t h o d e p o l y v a l e n t e q u i o f f r e u n e a l t e r n a t i v e
a u x m é t h o d e s c l a s s i q u e s e t , e n m ê m e t e m p s , e s t f a c i l e à
m e t t r e e n œ u v r e e t o f f r e u n e p e r s o n n a l i s a t i o n b a s é e s u r
l ’ o b j e c t i f d u D o E .
6 . 1 I n t r o d u c t i o n
IN t h e f o l l o w i n g , a n e w s t o c h a s t i c , i t e r a t i v e D o E — n a m e d K D O E —b a s e d o n a m o d i f i e d K e r n e l D e n s i t y E s t i m a t i o n ( K D E ) i s p r e s e n t e d .
I t i s a t w o - s t e p p r o c e s s : ( i ) c a n d i d a t e s a m p l e s a r e g e n e r a t e d u s i n g
M C M C b a s e d o n K D E , a n d ( i i ) o n e o f t h e m i s s e l e c t e d b a s e d o n s o m e
m e t r i c . T h e p e r f o r m a n c e o f t h e m e t h o d i s a s s e s s e d b y m e a n s o f t h e
C2- d i s c r e p a n c y s p a c e - f i l l i n g c r i t e r i o n . K D O E a p p e a r s t o b e a s p e r f o r -
m a n t a s c l a s s i c a l o n e - s h o t m e t h o d s i n l o w d i m e n s i o n s , w h i l e i t p r e s e n t s
i n c r e a s e d p e r f o r m a n c e f o r h i g h - d i m e n s i o n a l p a r a m e t e r s p a c e s . T h i s
w o r k p r o p o s e s a n e w m e t h o d o l o g y t o s t o c h a s t i c a l l y s a m p l e t h e i n p u t
p a r a m e t e r s p a c e i t e r a t i v e l y a l l o w i n g , a t t h e s a m e t i m e , t o t a k e i n t o a c -
c o u n t a n y c o n s t r a i n t , s u c h a s n o n - r e c t a n g u l a r D o E [ 1 3 7 ] , s e n s i t i v i t y
i n d i c e s o r e v e n c o n s t r a i n t o n t h e q u a l i t y o n p a r t i c u l a r s u b p r o j e c t i o n s
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a s i n [ 1 1 4 ] . I t i s a v e r s a t i l e m e t h o d w h i c h o f f e r s a n a l t e r n a t i v e t o c l a s -
s i c a l m e t h o d s a n d , a t t h e s a m e t i m e , i s e a s y t o i m p l e m e n t a n d o f f e r s
c u s t o m i z a t i o n b a s e d o n t h e o b j e c t i v e o f t h e D o E .
6 . 2 P r e s e n t a t i o n o f t h e M e t h o d
I n i t s b a s i s f o r m , t h e a d a p t i v e s a m p l i n g s t r a t e g y c o n s i s t s i n a d d i n g a
p o i n t f a r f r o m t h e e x i s t i n g p o i n t s i n t h e p a r a m e t e r s p a c e . T h e n o t i o n o f
d i s t a n c e c o r r e s p o n d s t o a m e a s u r e o f d i s c r e p a n c y . H o w e v e r , i n s t e a d o f
c o n s i d e r i n g t h e w h o l e h y p e r c u b e , t h e t e c h n i q u e p r o p o s e d o n l y f o c u s e s
o n e m p t y r e g i o n s d e f i n e d u s i n g a n E x c l u s i o n F i e l d ( E F ) . T h i s e x c l u s i o n
f i e l d d e s c r i b e s t h e p r o b a b i l i t y o f s e l e c t i n g a n e w p o i n t d e p e n d i n g o n i t s
p o s i t i o n .
B y m e a n s o f u t i l i z i n g E F , i t b e c o m e s p o s s i b l e t o g e n e r a t e n e w s a m -
p l e s t h a t a r e l o c a t e d p r e f e r e n t i a l l y i n t h e s e e m p t y r e g i o n s . T h e n , o u t o f
t h e ngen g e n e r a t e d s a m p l e s f r o m t h e E F , t h e o n e t h a t l e a d s t o t h e b e s t
v a l u e o f s o m e c r i t e r i o n i s s e l e c t e d . I t i s t o b e n o t e d t h a t t h e r e i s n o o p -
t i m i z a t i o n p r o c e s s i n t h e s e n s e t h a t i t i s j u s t a s e l e c t i o n p r o c e s s b a s e d
o n p r o b a b l e s a m p l e s o f t h e E F . T h e w h o l e p r o c e s s e n s u r e s r a n d o m n e s s
i n t h e g e n e r a t i o n o f t h e p a r a m e t e r s p a c e .
S e c t i o n 6 . 2 . 1 i n t r o d u c e s t h e E F , a n d S e c t i o n 6 . 2 . 2 d e s c r i b e s t h e
s a m p l i n g p r o c e d u r e f r o m t h e E F . I n t h e f o l l o w i n g , t h e m e t h o d i s r e f e r r e d
t o a s t h e K e r n e l - D o E ( K D O E ) m e t h o d a n d i s p r e s e n t e d i n A l g o r i t h m 1 .
A l g o r i t h m 1 S a m p l i n g S t r a t e g y : K e r n e l - D o E
R e q u i r e : XNsd , Nmax , Ns , ngen . S t a r t f r o m a s a m p l e XNsd c o m p o s e d o f Ns
s a m p l e s i n d i m e n s i o n d
1 : w h i l e Ns < Nmax d o
2 : f ← C o n s t r u c t i o n o f t h e E x c l u s i o n s F i e l d f r o m XNsd
3 : Yngend ← p i c k ngen s a m p l e s u s i n g M e t r o p o l i s - H a s t i n g M C M C
4 : Yjd ← p o i n t i n Ngen w h i c h m i n i m i z e t h e d i s c r e p a n c y






6 : e n d w h i l e
6 . 2 . 1 D e t e r m i n a t i o n o f t h e E x c l u s i o n F i e l d
A s s u m e d t h a t Ns s a m p l e s h a v e a l r e a d y b e e n s e l e c t e d . T h e s p a t i a l








. ( 6 . 1 )
T h e Ns s a m p l e s t h a t h a v e a l r e a d y b e e n c h o s e n a r e n o t e d x(i), w i t h i
b e t w e e n 1 a n d Ns . T h e d i m e n s i o n i s n o t e d d a n d K i s a k e r n e l e x p r e s s e d
P a g e 5 6 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y












 , ( 6 . 2 )
D i s a d i s t a n c e f u n c t i o n t h a t w i l l b e e x p r e s s e d l a t e r . T h e g e n e r a l i d e a i s
t o l o w e r t h e p r o b a b i l i t y o f s e l e c t i n g a n e w p o i n t c l o s e t o t h e s a m p l e s
a l r e a d y d r a w n . H e n c e a z o n e o f e x c l u s i o n i s c r e a t e d a r o u n d e a c h o f
t h e a l r e a d y s e l e c t e d p o i n t s , w i t h a w i d t h p a r a m e t r i z e d b y h, s e t h e r e
a t h = σ/N1/ds w i t h σ = 0.3. T h i s i n p a r t i c u l a r a l l o w s t o h a v e a w i d t h
o f e x c l u s i o n t h a t d e c r e a s e s a s t h e n u m b e r o f s a m p l e s i n c r e a s e s . I n
a d d i t i o n , t h e p r o b a b i l i t y i s s e t t o 0 o u t s i d e o f t h e u n i t h y p e r c u b e i n o r d e r
t o p r e v e n t s a m p l i n g o u t s i d e o f t h e r e g i o n o f i n t e r e s t . W e a l s o e n s u r e
t h a t t h e p r o b a b i l i t y i s a l w a y s g r e a t e r o r e q u a l t h a n 0 . N o t e t h a t t h i s
p r o b a b i l i t y i s n o t n o r m a l i z e d . I t w i l l b e s h o w n i n t h e n e x t s e c t i o n t h a t
n o r m a l i z a t i o n i s n o t r e q u i r e d f o r t h e s a m p l i n g p r o c e d u r e .
V a r i o u s e x p r e s s i o n s o f t h e d i s t a n c e f u n c t i o n D a l l o w t o g e n e r a t e
m a n y d i f f e r e n t s h a p e s . I n t h e p r e s e n t c a s e , a l i g n m e n t o f s a m p l e s o n
e a c h a x i s s h o u l d b e a v o i d e d a s d o n e w i t h L a t i n H y p e r c u b e S a m p l i n g









1/p , ( 6 . 3 )
w h e r e p i s t h e o r d e r o f t h e d i s t a n c e . S e t t i n g p < 1 l e a d s t o a s t a r s h a p e
f o r t h e P D F f , a s s h o w n i n F i g . 6 . 1 s t a r t i n g f r o m o n e a l r e a d y s e l e c t e d
s a m p l e (Ns = 1) , a n d u s i n g p = 0.5.
I n F i g . 6 . 2 , t h r e e s a m p l e s w e r e a l r e a d y s e l e c t e d i n a 3 - d i m e n s i o n a l
p a r a m e t e r s p a c e . T h e s t a r s h a p e i s v i s i b l e i n a l l d i m e n s i o n s , i t s b r a n c h e s
i n t e r a c t w i t h e a c h o t h e r a s s h o w n i n F i g . 6 . 3 c l e a r l y i l l u s t r a t i n g t h e
c u m u l a t i v e p r o p e r t y o f t h e P D F s . I n t h i s l a s t c a s e σ = 0.8 t o h i g h l i g h t
t h i s p r o p e r t y .
6 . 2 . 2 S a m p l i n g a n d S e l e c t i o n P r o c e d u r e s
T h e c l a s s i c a l w a y t o s a m p l e f r o m a P D F i s t o u s e t h e i n v e r s e t r a n s f o r m
s a m p l i n g m e t h o d . H o w e v e r , f i n d i n g t h e i n v e r s e c u m u l a t i v e d i s t r i b u t i o n
f u n c t i o n o f a c o m p l e x P D F c a n b e c o m p u t a t i o n a l l y i n t e n s i v e — t h e c o s t
i n c r e a s e s w i t h d i m e n s i o n a l i t y . T h e M e t r o p o l i s - H a s t i n g [ 9 6 ] M C M C
a l g o r i t h m w a s s e l e c t e d a s a n e f f i c i e n t w a y t o s a m p l e f r o m f . C o n t r a r y t o
m e t h o d s s u c h a s H M C o r N U T S [ 9 7 ] , i t d o e s n o t r e q u i r e t h e c a l c u l a t i o n
o f t h e g r a d i e n t o f t h e l o g - p r o b a b i l i t y d e n s i t y f u n c t i o n , w h i c h i s a c o s t l y
o p e r a t i o n . T h i s a l g o r i t h m p r o v i d e s a r a n d o m w a l k o f t h e p a r a m e t e r
s p a c e t h a t c o n v e r g e s t o w a r d t h e t a r g e t t e d P D F .
U s i n g a n a r b i t r a r y d i s t r i b u t i o n g(x|y), a n e w c a n d i d a t e x i s e v a l u a t e d
b a s e d o n t h e p r e v i o u s p o i n t y. T h i s p r o p e r t y m a k e s i t a M a r k o v C h a i n
P a g e 5 7 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 6 . C O N S T R U C T I N G A D E S I G N O F E X P E R I M E N T S












F i g u r e 6 . 1 – P r o b a b i l i t y d e n s i t y f u n c t i o n o f p r e s e n c e i n a 2 - d i m e n s i o n a l
p a r a m e t e r s p a c e . D o t r e p r e s e n t s t h e s a m p l e a l r e a d y d r a w n a t ( 0 . 5 , 0 . 7 ) .
F i g u r e 6 . 2 – S c a t t e r p l o t r e p r e s e n t a t i o n o f a 3 - d i m e n s i o n a l P D F w i t h
t h r e e p o i n t s a l r e a d y s e t i n t h e p a r a m e t e r s p a c e . P o i n t s r e p r e s e n t a n
i s o v a l u e o f p r o b a b i l i t y .
a s t h e c u r r e n t v a l u e i s o n l y c o n d i t i o n e d b y t h e p r e v i o u s o n e . T h e d i s -
t r i b u t i o n g i s c h o s e n a s a G a u s s i a n P D F s o t h a t s a m p l e s c l o s e t o t h e
p r e v i o u s o n e a r e p r e f e r a b l y s a m p l e d . T h i s a l g o r i t h m p r o v i d e s a r a n d o m
w a l k o f t h e p a r a m e t e r s p a c e t h a t c o n v e r g e s t o w a r d t h e t a r g e t P D F .
F i g u r e 6 . 4 s h o w s a n e x a m p l e w i t h t w o i n i t i a l p o i n t s a l r e a d y s e l e c t e d
i n t h e h y p e r c u b e [0, 1]2 . B a s e d o n t h e s e t w o p o i n t s ( d o t s ) , f i s b u i l t a n d
P a g e 5 8 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
6 . 2 . P R E S E N T A T I O N O F T H E M E T H O D












F i g u r e 6 . 3 – C u m u l a t i v e e f f e c t s o n t h e p r o b a b i l i t y d e n s i t y f u n c t i o n i n a
2 - d i m e n s i o n a l p a r a m e t e r s p a c e . T h e d o t s r e p r e s e n t 2 e x i s t i n g s a m p l e s .
n e w s a m p l e s a r e d r a w n ( s q u a r e s ) u s i n g t h e M C M C m e t h o d .
F i g u r e 6 . 4 – P r o b a b i l i t y d e n s i t y i n a 2 - d i m e n s i o n a l p a r a m e t e r s p a c e .
D o t s r e p r e s e n t t h e s a m p l e s a l r e a d y d r a w n , s q u a r e s a r e t h e r e s u l t o f
t h e M e t r o p o l i s - H a s t i n g s a m p l i n g a n d c i r c l e d - d i a m o n d i s t h e s a m p l e
s e l e c t e d b a s e d o n t h e r e s u l t i n g c e n t r e d d i s c r e p a n c y .
T h e n e x t s t e p c o n s i s t s i n c h o o s i n g a n e w s a m p l e f r o m t h e s e c a n d i -
d a t e s . A n y m e t r i c c a n b e c h o s e n h e r e d e p e n d i n g o n t h e f i n a l o b j e c t i v e .
I n t h e f o l l o w i n g , t h e f o c u s w a s m a d e o n t h e u n i f o r m i t y o f t h e D o E . H e n c e ,
P a g e 5 9 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 6 . C O N S T R U C T I N G A D E S I G N O F E X P E R I M E N T S
t h e c e n t r e d d i s c r e p a n c y C2 i s u s e d [ 7 1 ] — s e e E q . ( 2 . 3 ) . S i n c e t h e l o w e s t
v a l u e s o f C2- d i s c r e p a n c y r e s u l t i n m o r e u n i f o r m s a m p l e s , t h e s a m p l e
m i n i m i z i n g i t i s c h o s e n ( c i r c l e d - d i a m o n d ) . T h u s , t h i s i t e r a t i v e p r o c e d u r e
a c t s l i k e a n d o p t i m i z e r o n t h e C2- d i s c r e p a n c y w h e r e t h e c a n d i d a t e s
a r e n o t d r a w n t o t a l l y r a n d o m l y b u t w i t h t h e k n o w l e d g e o f t h e c u r r e n t
s a m p l e s . F i g u r e 6 . 5 s h o w s a n e x a m p l e w i t h 1 0 p o i n t s . T h e i n i t i a l s a m -
p l e c o n s i s t e d o f o n e p o i n t . T h e r e s u l t i s a l o w d i s c r e p a n c y s a m p l e
c o n s t r u c t e d i t e r a t i v e l y .












F i g u r e 6 . 5 – P r o b a b i l i t y d e n s i t y i n a 2 - d i m e n s i o n a l p a r a m e t e r s p a c e .
T h e 1 0 d o t s r e p r e s e n t t h e s a m p l e s u s e d t o f i t t h e K D E .
T h e m e t h o d i s n o t d e t e r m i n i s t i c w h i c h i s u s e f u l i f o n e w a n t s t o
g e n e r a t e a n e w i n d e p e n d e n t s e t o f e x p e r i m e n t s . T o c o m p u t e s e n s i t i v i t y
i n d i c e s o f S o b o l ’ , t w o i n d e p e n d e n t s a m p l e s a r e r e q u i r e d [ 2 0 0 ] . A s
s t a t e d i n [ 2 0 0 ] , q u a s i - r a n d o m s e q u e n c e s s u c h a s S o b o l ’ a r e c l a s s i c a l l y
u s e d b u t , a s t h e y a r e d e t e r m i n i s t i c , i t i s n o t p o s s i b l e t o g e n e r a t e a n
i n d e p e n d e n t s a m p l e d i r e c t l y . O n e p o s s i b i l i t y i s t o g e t t h e s e t w o s a m p l e s
a s o n e s a m p l e o f s h a p e XNs2d . S p l i t t i n g t h e m a t r i x c o l u m n w i s e - l i k e
e n s u r e s i n d e p e n d e n c e o f t h e s a m p l e s . H o w e v e r , a s t h e d i m e n s i o n a l i t y
i n c r e a s e s , t h e q u a l i t y o f t h e s e q u e n c e d e t e r i o r a t e s ( d > 10) . H e n c e ,
t h i s t e c h n i q u e i s l i m i t e d t o a s m a l l n u m b e r o f d i m e n s i o n s . O u r m e t h o d
d o e s n o t s h a r e t h i s l i m i t a t i o n .
A s s t a t e d , ngen c a n d i d a t e s a m p l e s a r e g e n e r a t e d t h r o u g h M C M C .
F i g u r e 6 . 6 p r e s e n t s a c o n v e r g e n c e a n a l y s i s o f t h e q u a l i t y o f t h e f i n a l
d e s i g n X402 d e p e n d i n g o n t h e s i z e o f t h e M C M C s a m p l e a t e a c h i t e r a t i o n .
C o n f i d e n c e i n t e r v a l s a r e c a l c u l a t e d u s i n g 1 0 0 r e a l i z a t i o n s o f t h e s a m e
p a r a m e t r i z a t i o n . T h e d i s c r e p a n c y c o n v e r g e s t o i t s f i n a l v a l u e a f t e r
ngen > 100. T h i s a l l o w s t o c o n t r o l t h e c o m p u t a t i o n a l c o s t r e q u i r e d t o
g e n e r a t e t h e D o E . V a r i o u s c o n f i g u r a t i o n s o f XNsd h a v e b e e n t e s t e d a n d
r e s u l t s a r e s i m i l a r . I n t h e f o l l o w i n g , ngen w a s f i x e d t o 1 0 0 .
P a g e 6 0 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
6 . 3 . R E S U L T S













F i g u r e 6 . 6 – C o n v e r g e n c e o f t h e C2- d i s c r e p a n c y f u n c t i o n o f ngen t h e
s i z e o f s a m p l e u s i n g M e t r o p o l i s - H a s t i n g f o r X402 .
6 . 3 R e s u l t s
6 . 3 . 1 U n i f o r m i t y o f t h e D e s i g n
A s s t a t e d p r e v i o u s l y , t h e u n i f o r m i t y o f t h e D o E i s p a r a m o u n t t o e n s u r e
t h a t t h e p h y s i c s o f i n t e r e s t a r e w e l l c a p t u r e d . F i g u r e 6 . 7 p r e s e n t s a
c o n v e r g e n c e s t u d y o f t h e K D O E m e t h o d v e r s u s S o b o l ’ s e q u e n c e s [ 2 1 8 ] ,
c l a s s i c a l L H S [ 1 5 8 ] , a n d o p t i m i z e d L H S a s p r o p o s e d i n [ 2 7 ] . E a c h p o i n t
c o r r e s p o n d s t o a g i v e n s a m p l e s i z e Ns f o r a g i v e n n u m b e r o f d i m e n -
s i o n s d. D u e t o t h e s t o c h a s t i c n a t u r e o f t h e L H S a l g o r i t h m s a n d o f t h e
K D O E , c o n f i d e n c e i n t e r v a l s a r e c o m p u t e d b a s e d o n 1 0 0 r e a l i z a t i o n s . T o
m e a s u r e t h e i m p r o v e m e n t o f a m e t h o d w i t h r e s p e c t t o t h e o t h e r , t h e
C2- d i s c r e p a n c y i s u s e d [ 7 1 , 2 0 ] a n d v a l u e s a r e n o r m a l i z e d b y c r u d e
M o n t e C a r l o ( M C ) r e s u l t s . T h i s t r a n s f o r m a t i o n s h o w s t h a t a u n i f o r m i m -
p r o v e m e n t f a c t o r i s o b t a i n e d i n c o m p a r i s o n t o M C . L o o k i n g f o r i n s t a n c e
a t d = 20, L H S e n a b l e s a 2 0 % i m p r o v e m e n t i n t e r m s o f C2- d i s c r e p a n c y
o v e r M C , S o b o l ’ s e q u e n c e g i v e s 3 0 % a n d b o t h O L H S a n d K D O E r o u g h l y
g i v e 4 0 % .
T h e o b t a i n e d h i e r a r c h y b e t w e e n L H S , O L H S a n d S o b o l ’ i s q u i t e s t a b l e .
O L H S i s t h e b e s t m e t h o d f o l l o w e d b y S o b o l ’ s e q u e n c e a n d f i n a l l y L H S .
F o r K D O E , i t p e r f o r m s c l o s e l y t o S o b o l ’ s e q u e n c e u p t o d . 20. F o r
d & 20, K D O E p e r f o r m s b e t t e r t h a n a l l t h e o t h e r m e t h o d s t e s t e d .
M o v i n g o n t o t w o s t a n d a r d d e v i a t i o n ( 2σ) — s e e F i g . 6 . 8 — , t h e r e s u l t s
o f K D O E a l w a y s l i e s b e t w e e n L H S ’ s a n d O L H S ’ s .
P a g e 6 1 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 6 . C O N S T R U C T I N G A D E S I G N O F E X P E R I M E N T S









































































F i g u r e 6 . 7 – N o r m a l i z e d C2- d i s c r e p a n c y f u n c t i o n o f t h e n u m b e r o f d i -
m e n s i o n s d o f t h e p a r a m e t e r s p a c e a n d o f t h e s i z e Ns o f t h e d e s i g n f o r
v a r i o u s D o E m e t h o d s .
F i g u r e 6 . 9 p r e s e n t s t h e c o n v e r g e n c e a n a l y s i s o f t h e C2- d i s c r e p a n c y
a s a f u n c t i o n o f t h e n u m b e r o f d i m e n s i o n s f o r Ns = 100. W h e n t h e
d i m e n s i o n a l i t y i n c r e a s e s , t h e g a i n w i t h b o t h L H S a n d S o b o l ’ s e q u e n c e s
i s c l o s e t o z e r o . O n t h e c o n t r a r y , O L H S s e e m s t o s t a b i l i z e a r o u n d a 3 0 %
i m p r o v e m e n t . R e g a r d i n g K D O E , i t p e r f o r m s e q u a l l y w i t h o t h e r m e t h o d s
u p t o d . 20, w h i l e f o r d & 20 i t b e c o m e s m o r e p e r f o r m a n t . I t c a n b e
s e e n t h a t t h e m e t h o d h a s n o t y e t r e a c h e d i t s m i n i m u m a t d = 40.
I n t e r m s o f C2- d i s c r e p a n c y , K D O E a p p e a r s t o p e r f o r m b e t t e r w i t h
r e s p e c t t o c r u d e M o n t e C a r l o , L H S , O L H S a n d S o b o l ’ s e q u e n c e . F i g -
u r e 6 . 1 0 s h o w s a n e x a m p l e o f a s a m p l e o f s i z e Ns = 50 i n d i m e n s i o n
ndim = 30. T h e s u b p r o j e c t i o n x20/x8 i s r e p r e s e n t e d . F i g u r e 6 . 1 0 ( d ) d e -
p i c t s t h e p r i n c i p a l c h a l l e n g e w i t h c l a s s i c a l S o b o l ’ s e q u e n c e s . I n h i g h
d i m e n s i o n a l p a r a m e t e r s p a c e , c l e a r p a t t e r n s m a y a p p e a r i n s o m e s u b -
p r o j e c t i o n s . T h i s b e h a v i o u r w a s n o t o b s e r v e d w i t h K D O E . I n t h i s c a s e ,
t h e r e s u l t o f t h e K D O E m a y n o t a p p e a r o p t i m i z e d f o r 2 - d i m e n s i o n a l
s u b p r o j e c t i o n s . T h i s i s d u e t o t h e f a c t t h a t t h e o b j e c t i v e i s t o o p t i m i z e
t h e t o t a l d i s c r e p a n c y o f t h e p a r a m e t e r s p a c e .
P a g e 6 2 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
6 . 3 . R E S U L T S

































































F i g u r e 6 . 8 – N o r m a l i z e d d e v i a t i o n a t 2σ o n t h e C2- d i s c r e p a n c y f u n c t i o n
o f t h e n u m b e r o f d i m e n s i o n s d o f t h e p a r a m e t e r s p a c e a n d o f t h e s i z e
Ns o f t h e d e s i g n f o r v a r i o u s D o E m e t h o d s .
6 . 3 . 2 I n t e g r a t i o n C o n v e r g e n c e
A s s t a t e d p r e v i o u s l y i n S e c t i o n 2 . 1 , i n t e g r a t i n g a m u l t i d i m e n s i o n a l f u n c -
t i o n r e q u i r e t h e u s e o f a p e r f o r m a n t D o E . I t c a n b e a s s i m i l a t e d t o a
d i s c r e p a n c y c r i t e r i o n .
E v e n i f t h i s m e t h o d i s n o t d e s i g n e d f o r i n t e g r a l e v a l u a t i o n , i t s p e r -
f o r m a n c e i s e v a l u a t e d o n s m a l l n u m b e r s o f s a m p l e s u p t o 5 1 2 . T h e
n u m b e r o f e v a l u a t i o n s h a s b e e n r e s t r i c t e d a s t h e p u r p o s e o f t h e m e t h o d
i s t o g e n e r a t e a s m a l l d e s i g n i n h i g h d i m e n s i o n s . A l s o , t h e u s e o f a n
i t e r a t i v e m e t h o d t o g e n e r a t e s u c h s a m p l e c a n b e q u e s t i o n e d d u e t o t h e
r e s u l t i n g c o m p u t a t i o n a l c o s t . M o r e o v e r , a l t h o u g h t h i s m e t h o d c a n b e
u s e d t o c o n t i n u e a n e x i s t i n g d e s i g n c r e a t e d u s i n g a n o t h e r t e c h n i q u e ,
s u c h p o s s i b i l i t y w a s n o t e v a l u a t e d i n t h e f o l l o w i n g . I n [ 1 2 7 ] , c o n v e r -
g e n c e p l o t s a r e p r e s e n t e d i n o r d e r t o a s s e s s t h e p e r f o r m a n c e o f S o b o l ’
s e q u e n c e v e r s u s L H S a n d M o n t e - C a r l o s a m p l i n g . T h e f u n c t i o n s u s e d
a r e c a t e g o r i z e d i n t o t y p e s A , B a n d C . T h e s e c a t e g o r i e s s t a t e h o w t h e
v a r i a b l e s a r e i m p o r t a n t w i t h r e s p e c t t o t h e f u n c t i o n o u t p u t :
T y p e A : F u n c t i o n s w i t h a l o w n u m b e r o f i m p o r t a n t v a r i a b l e s ,
T y p e B : F u n c t i o n s w i t h a l m o s t e q u a l l y i m p o r t a n t v a r i a b l e s b u t w i t h l o w
i n t e r a c t i o n s w i t h e a c h o t h e r ,
P a g e 6 3 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 6 . C O N S T R U C T I N G A D E S I G N O F E X P E R I M E N T S
















F i g u r e 6 . 9 – N o r m a l i z e d C2- d i s c r e p a n c y f u n c t i o n o f t h e n u m b e r o f
d i m e n s i o n s ndim o f t h e p a r a m e t e r s p a c e w i t h a d e s i g n o f s i z e Ns = 100
f o r v a r i o u s D o E m e t h o d s .
T y p e C : F u n c t i o n s w i t h a l m o s t e q u a l l y i m p o r t a n t v a r i a b l e s a n d w i t h h i g h
i n t e r a c t i o n s w i t h e a c h o t h e r .
T y p e C f u n c t i o n s r e p r e s e n t t h e m o s t c h a l l e n g i n g c a s e . I n t h i s w o r k ,
o n e f u n c t i o n p e r g r o u p i s c o n s i d e r e d a s d e t a i l e d i n T a b l e 6 . 1 . T h e
t h e o r e t i c a l i n t e g r a l f o r a l l t h e s e f u n c t i o n s i n t h e u n i t h y p e r c u b e i s 1 .
Q u a l i t y o f t h e i n t e g r a t i o n i s c o m p u t e d u s i n g t h e R o o t M e a n S q u a r e E r r o r








I[f ]− IkNs [f ]
)2)1/2
, ( 6 . 4 )
w i t h K = 50 t h e n u m b e r o f i n d e p e n d e n t t r i a l s a n d t h e e s t i m a t e i n t e g r a l
d e f i n e d a s





f(Xid), ( 6 . 5 )
w i t h f t h e f u n c t i o n t o i n t e g r a t e .
F i g u r e 6 . 1 1 p r e s e n t s t h e c o n v e r g e n c e s t u d y . K D O E i s n o t t h e b e s t
m e t h o d b u t s e e m s t o c o m p a r e w e l l t o b o t h L H S a n d S o b o l ’ s e q u e n c e .
T h e c o n v e r g e n c e r a t e s a r e c o r r e c t f o r e v e r y f u n c t i o n t y p e .
P a g e 6 4 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
6 . 4 . A D V A N T A G E S
( a ) K D O E — C2 = 2.18 ( b ) O L H S — C2 = 3.43
( c ) L H S — C2 = 3.81 ( d ) S o b o l ’ — C2 = 3.76
F i g u r e 6 . 1 0 – E x a m p l e o f a 2 - d i m e n s i o n a l s u b p r o j e c t i o n o f t h e s a m p l e
o f s i z e Ns = 50 i n d i m e n s i o n d = 30 w i t h v a r i o u s D o E m e t h o d s .
T a b l e 6 . 1 – T y p e A , B a n d C f u n c t i o n s u s e d i n t h e c o n v e r g e n c e a n a l y s i s .
















6 . 4 A d v a n t a g e s
D e p e n d i n g o n t h e p r o p e r t y s o u g h t , t h e c o m b i n a t i o n o f a K e r n e l a n d a
m e t r i c a l l o w s f o r a n i n f i n i t e n u m b e r o f p o s s i b l e c u s t o m i z a t i o n s o f t h e
m e t h o d .
U s i n g t h e M i n k o w s k y d i s t a n c e a s a m e t r i c , t h e L H S c o n s t r a i n t i s
n o t s t r i c t w h i c h c a n b e u s e f u l w h e n d e a l i n g w i t h d i s c r e t e p a r a m e t e r s .
P a g e 6 5 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 6 . C O N S T R U C T I N G A D E S I G N O F E X P E R I M E N T S











( a ) T y p e A















( b ) T y p e B











( c ) T y p e C
F i g u r e 6 . 1 1 – R M S E f u n c t i o n o f t h e s a m p l e s i z e Ns f o r t y p e A , B a n d C
f u n c t i o n s .
I n d e e d , s t r i c t L H S w o u l d p r e v e n t f r o m h a v i n g m o r e t h a n o n e s a m p l e
p e r d i s c r e t e p a r a m e t e r . I n F i g . 6 . 1 2 ( a ) , a n a d d i t i o n a l c o n s t r a i n t i s a d d e d
t o s t r o n g l y l i m i t t h e p r o b a b i l i t y t o 0 w h e n t h e L−∞- n o r m i s i n f e r i o r t o a
t h r e s h o l d . T h i s l i m i t a t i o n c a n b e r e s t r i c t e d t o a d o m a i n o f i n f l u e n c e u s i n g
a n a d d i t i o n a l L2- n o r m c o n s t r a i n ( F i g . 6 . 1 2 ( b ) ) . H e n c e , t h e p r e s e n t e d
P a g e 6 6 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
6 . 4 . A D V A N T A G E S
m e t h o d a c t s a s a n i t e r a t i v e L H S s t r a t e g y .












( a ) I n v e r s e M i n d k o w s k y d i s t a n c e w i t h L H S
p r o p e r t i e s












( b ) I n v e r s e M i n d k o w s k y d i s t a n c e w i t h L H S
p r o p e r t i e s a n d c o n s t r a i n t
F i g u r e 6 . 1 2 – P r o b a b i l i t y d e n s i t y i n a 2 - d i m e n s i o n a l p a r a m e t e r s p a c e .
D o t r e p r e s e n t s t h e s a m p l e u s e d t o c o n s t r u c t t h e K D E .
U s i n g t h i s m e t h o d , i t i s a l s o p o s s i b l e t o c o n s i d e r n o n - r e c t a n g u l a r
d o m a i n s [ 1 3 7 ] . T h i s e x a m p l e p r e s e n t s a 2 - d i m e n s i o n a l d o m a i n w i t h
t h e c o n s t r a i n 0.5 < x1 × x2 < 1. I n t h i s c a s e , t h e s e l e c t i o n o f t h e p o i n t
c r i t e r i o n h a s t o b e c h a n g e d a s t h e C2- d i s c r e p a n c y a s s u m e s r e c t a n -
g u l a r d o m a i n s . F i g u r e 6 . 1 3 s h o w s a s a m p l i n g o f t h e a f o r e m e n t i o n e d
c o n s t r a i n e d d e s i g n u s i n g a m a x i m i n c r i t e r i o n [ 7 1 ] . T h i s c r i t e r i o n o n l y
c o n s i d e r s t h e p o i n t s o f t h e s a m p l e r e s u l t i n g i n a n o p t i m a l s p h e r e p a c k -
i n g p r o b l e m . T h e c r i t e r i o n s e e k s t o m a x i m i z e t h e m i n i m a l d i s t a n c e
b e t w e e n t h e n e w p o i n t a n d t h e e x i s t i n g s a m p l e s . T h i s a d a p t a t i o n i s
t o e n s u r e t h a t t h e n e w p o i n t i s n o t p e n a l i z e d b y e x i s t i n g s a m p l e s t h a t
w o u l d b e i l l p o s i t i o n e d i n t h e p a r a m e t e r s p a c e .
T h e a b i l i t y t o c h a n g e t h e s e l e c t i o n c r i t e r i o n i s e v e n m o r e u s e f u l . W i t h
a p r i o r k n o w l e d g e o n t h e s e n s i t i v i t y o f t h e p a r a m e t e r s t o t h e q u a n t i t y
o f i n t e r e s t [ 2 0 1 ] , i t i s p o s s i b l e t o b i a s t h e d e s i g n . C o n s i d e r i n g a 2 -
d i m e n s i o n a l s p a c e — a s t h e e x a m p l e i n F i g . 6 . 1 4 — , i f t h e p a r a m e t e r x2
i s k n o w n t o h a v e a s m a l l i m p a c t , i t m i g h t b e m o r e i n t e r e s t i n g t o o p t i m i z e
t h e C2- d i s c r e p a n c y o n t h e p a r a m e t e r x1. M o r e c o m p l i c a t e d t h i n g s c a n
b e p e r f o r m e d i f o n e w a n t s t o o p t i m i z e a p a r t i c u l a r s u b p r o j e c t i o n a s
i n [ 1 1 4 ] . T h i s i s r e f e r r e d t o a s M a x i m u m P r o j e c t i o n D e s i g n .
L a s t b u t n o t l e a s t , t h i s m e t h o d c a n b e u s e d t o g e n e r a t e d e s i g n s b y
m i x i n g c o n t i n u o u s a n d d i s c r e t e v a r i a b l e s . T h e s t a r s h a p e o f t h e k e r n e l
d o e s n o t f o r b i d f r o m t h e p r e s e n c e o f a n e w s a m p l e a l o n g a g i v e n a x i s ,
i t l o w e r i t s p r o b a b i l i t y o f b e i n g s a m p l e d u p t o a c e r t a i n d i s t a n c e . I n t h i s
c a s e , a G a u s s i a n k e r n e l m i g h t b e m o r e a p p r o p r i a t e i n o r d e r t o r e l a x
s o m e c o n s t r a i n t o n t h e a x e s . A n o t h e r o p t i o n w o u l d b e t o m o d i f y t h e
k e r n e l t o l i m i t t h e p o i n t i n f l u e n c e a l o n g t h e d i s c r e t e a x i s .
T h e a b i l i t y t o c h a n g e b o t h w i t h t h e k e r n e l a n d t h e s e l e c t i o n c r i t e r i a
i s r e a l l y p o w e r f u l a s i t a l l o w s t o m a n a g e m o s t o f t h e c h a l l e n g e s i n
c o n s t r a i n e d o p t i m i z a t i o n p r o b l e m s , u s e s e n s i t i v i t y i n f o r m a t i o n , a n d
s a m p l e b y m e a n s o f f o l l o w i n g i n d i v i d u a l P D F s f o r e a c h p a r a m e t e r .
P a g e 6 7 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
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F i g u r e 6 . 1 3 – P r o b a b i l i t y d e n s i t y i n a n o n - r e c t a n g u l a r 2 - d i m e n s i o n a l
p a r a m e t e r s p a c e . T h e 1 0 d o t s r e p r e s e n t t h e s a m p l e s u s e d t o f i t t h e
K D E .

























F i g u r e 6 . 1 4 – 2 - d i m e n s i o n a l p a r a m e t e r s p a c e w i t h x0 t h e h i g h e s t . D o t s
r e p r e s e n t t h e s a m p l e . S a m p l e d i s t r i b u t i o n s f o r e a c h p a r a m e t e r a r e
p l o t t e d a l o n g t h e d i a g o n a l .
P a g e 6 8 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
6 . 5 . S U M M A R Y
6 . 5 S u m m a r y
T h i s w o r k p r o p o s e s a n e w m e t h o d t o s t o c h a s t i c a l l y a n d i t e r a t i v e l y s a m -
p l e a p a r a m e t e r s p a c e , r e f e r r e d t o a s K D O E m e t h o d . T h i s i s a t w o - s t e p
p r o c e s s : ( i ) t h r o u g h a K e r n e l D e n s i t y E s t i m a t i o n ( K D E ) s o m e c a n d i -
d a t e s a r e g e n e r a t e d , t h e n ( i i ) t h e b e s t c a n d i d a t e i s s e l e c t e d b a s e d o n
a c r i t e r i o n . T h i s m e t h o d d o e s n o t t a k e i n t o a c c o u n t t h e p h y s i c s o f t h e
p r o b l e m o f i n t e r e s t a s a d a p t a t i v e s t r a t e g i e s , b u t i s p u r e l y i t e r a t i v e a n d
c a s e i n d e p e n d e n t .
C o m p a r e d t o L H S a n d l o w d i s c r e p a n c y s e q u e n c e s , K D O E i s t o t a l l y
i t e r a t i v e a n d s t o c h a s t i c . T h e s p a c e - f i l l i n g p r o p e r t i e s o f t h e n e w d e s i g n s
b a s e d o n t h e C2- d i s c r e p a n c y a r e a s s e s s e d a n d s h o w g o o d b e h a v i o u r
i n h i g h d i m e n s i o n s w i t h s m a l l s a m p l e s i z e s . M o r e o v e r , i t s h o w s s i m i l a r
c a p a b i l i t i e s f o r n u m e r i c a l i n t e g r a t i o n c o m p a r e d t o c l a s s i c a l m e t h o d s .T h e
K D O E m e t h o d i s v e r s a t i l e i n t h e s e n s e t h a t i t c a n b e e a s i l y a d a p t e d t o
t a k e i n t o a c c o u n t c o n s t r a i n t s i n t h e p a r a m e t e r s p a c e . B o t h d i s c r e t e
a n d c o n t i n u o u s p a r a m e t e r s c a n b e u s e d a n d s e n s i t i v i t y i n d i c e s w i t h
r e s p e c t t o t h e p a r a m e t e r s c a n b e i n c o r p o r a t e d . T h i s a b i l i t y c o m e s f r o m
t h e t w o - s t e p p r o c e s s w h i c h c a n b e i n d e p e n d e n t l y t u n e d .
T h e q u a l i t y o f t h e d e s i g n i s o f p r i m e i m p o r t a n c e a s i t d e t e r m i n e s
t h e q u a l i t y o f t h e a n a l y s i s o f t h e e x p e r i m e n t s . T h e p r o p o s e d m e t h o d
p r o v i d e s a n a l t e r n a t i v e t o c l a s s i c a l o n e - s h o t m e t h o d s t o g e n e r a t e i n i t i a l
d e s i g n s a n d t o c o n t i n u e e x i s t i n g o n e s . I t s v e r s a t i l i t y a n d p e r f o r m a n c e
a l l o w t h e a n a l y s i s o f e x p e n s i v e a n d h i g h - d i m e n s i o n a l c a s e s t o b e w i t h i n
a f f o r d a b l e b u d g e t s .
P a g e 6 9 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
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P a g e 7 0 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
7 | R e s a m p l i n g t h e D e s i g n o f E x -
p e r i m e n t s
L a p r é c i s i o n d ’ u n e q u a n t i f i c a t i o n d ’ i n c e r t i t u d e é t a n t d i r e c -
t e m e n t c o r r é l é e à l a q u a l i t é d u m o d è l e d e s u b s t i t u t i o n [ 1 0 6 ] ,
l e p r é s e n t t r a v a i l v i s e à a m é l i o r e r s a c o n s t r u c t i o n e n u t i l i s a n t
d e u x n o u v e l l e s s t r a t é g i e s p o u r r é é c h a n t i l l o n n e r l ’ e s p a c e d e s
p a r a m è t r e s .
P a r m i l e s p o s s i b i l i t é s p e r m e t t a n t d e r a f f i n e r u n D o E , o n
p e u t c i t e r l e s m é t h o d e s t i r a n t p a r t i d e l a Q o I [ 8 3 ] . L e s m é -
t h o d e s p r é s e n t é e s s o n t b a s é e s s u r c e p r i n c i p e , t o u t e n c o n t r a i -
g n a n t l ’ h y p e r c u b e p e r m e t t a n t l e r a f f i n e m e n t . P a r c o n s é -
q u e n t , s e u l e u n e f r a c t i o n d u v o l u m e o r i g i n a l d u D o E e s t u t i l i -
s é e d a n s l e p r o c e s s u s d ’ o p t i m i s a t i o n p o u r a j o u t e r u n n o u v e l
é c h a n t i l l o n . C e t h y p e r c u b e r é d u i t e s t c o n s t r u i t e n u t i l i s a n t l e
r é s u l t a t d ’ u n e p r o c é d u r e d e L O O . S e u l e l a z o n e e n t o u r a n t l e
p o i n t l e p l u s c r i t i q u e e s t p r i s e e n c o m p t e . C e t t e t e c h n i q u e
s ’ a p p e l l e L O O - σ. C e t t e t e c h n i q u e p e u t ê t r e e n c o r e p l u s l i -
m i t é e à l ’ a i d e d ’ i n f o r m a t i o n s s u r l a s e n s i b i l i t é . Ç a m è n e à l a
t e c h n i q u e L O O - S o b o l ’ .
L e s t e c h n i q u e s p r é s e n t é e s m o n t r e n t u n e a m é l i o r a t i o n d e
l a q u a l i t é p r é d i c t i v e d u m o d è l e a v e c d e s f o n c t i o n s d ’ e n t r é e
a n a l y t i q u e s d e g r a n d e d i m e n s i o n .
7 . 1 I n t r o d u c t i o n
TH E A C C U R A C Y o f a n U Q b e i n g d i r e c t l y c o r r e l a t e d t o t h e q u a l i t y o ft h e s u r r o g a t e m o d e l [ 1 0 6 ] , t h e p r e s e n t w o r k a i m s a t i m p r o v i n g i t s
c o n s t r u c t i o n b y u s i n g t w o n e w s t r a t e g i e s f o r r e s a m p l i n g t h e p a r a m e t e r
s p a c e .
A m o n g t h e p o s s i b i l i t i e s t o r e f i n e a D o E , a r e t h e m e t h o d s t a k i n g
a d v a n t a g e o f t h e Q o I [ 8 3 ] . T h e m e t h o d s p r e s e n t e d a r e b a s e d o n t h i s
p r i n c i p l e , w h i l e c o n s t r a i n i n g t h e h y p e r c u b e t o c o n s i d e r f o r r e f i n e m e n t .
H e n c e o n l y a f r a c t i o n o f t h e o r i g i n a l v o l u m e o f t h e D o E i s u s e d i n t h e
o p t i m i z a t i o n p r o c e s s t o a d d a n e w s a m p l e . T h i s r e d u c e d h y p e r c u b e i s
b u i l d u s i n g t h e r e s u l t o f a L O O p r o c e d u r e . O n l y t h e a r e a s u r r o u n d i n g
t h e m o s t c r i t i c a l p o i n t i s c o n s i d e r e d . T h i s t e c h n i q u e i s c a l l e d L O O - σ.
T h i s t e c h n i q u e c a n b e f u r t h e r c o n s t r a i n e d u s i n g s e n s i t i v i t y i n f o r m a t i o n .
I t l e a d s t o t h e L O O - S o b o l ’ t e c h n i q u e .
T h e p r e s e n t e d t e c h n i q u e s s h o w a n i m p r o v e m e n t o f t h e p r e d i c t i v e
q u a l i t y o f t h e m o d e l w i t h h i g h d i m e n s i o n a l a n a l y t i c a l i n p u t f u n c t i o n s .
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7 . 2 P r e s e n t a t i o n o f t h e M e t h o d s
A s i d e f r o m s e q u e n c e d e s i g n s t h a t a r e i n t r i n s i c a l l y i t e r a t i v e , a l l d e s i g n s
c a n b e i n c r e a s e d s t e p - b y - s t e p t h r o u g h s e v e r a l t e c h n i q u e s . A n a t u r a l
w a y i s t o o p t i m i z e t h e d i s c r e p a n c y o r s o m e o t h e r c r i t e r i a s u c h a s t h e
e n t r o p y o r t h e d i s t a n c e b e t w e e n p o i n t s [ 7 1 ] . T h e s e k i n d s o f m e t h o d s
o n l y t a k e a d v a n t a g e o f t h e p o s i t i o n o f t h e p o i n t s i n t h e p a r a m e t e r s p a c e
a s s e e n i n C h a p t e r 6 .
A c o m p l e m e n t a r y s t r a t e g y c o n s i s t s i n e x p l o r i n g t h e s p a c e u s i n g a s
f e w p o i n t s a s p o s s i b l e a n d t h e n r e f i n e t h e e x p l o r a t i o n a r o u n d i n t e r e s t i n g
z o n e s . T h i s i s t h e f u n d a m e n t a l d i f f e r e n c e w i t h t h e a l r e a d y p r e s e n t e d
m e t h o d s . H e r e t h e f o r w a r d m o d e l h a s t o b e e v a l u a t e i n o r d e r t o r e s a m p l e
t h e D o E .
I n t h e w o r k o f [ 2 0 3 , 3 7 ] , a d e t e c t i o n o f o p t i m a , n u l g r a d i e n t s a n d
a l s o i n f o r m a t i o n a b o u t t h e G a u s s i a n p r o c e s s e s v a r i a n c e . T h i s m e t h o d
i s d e n o t e d h e r e a f t e r a s t h e σ m e t h o d . O n e c a v e a t w i t h c r u d e σ m e t h o d
i s t h a t p o i n t s a r e p r e f e r e n t i a l l y a d d e d a t b o u n d a r i e s o f t h e p a r a m e t e r
s p a c e . T h i s i s f u r t h e r d e s c r i b e d i n S e c t i o n 7 . 4 . 1 . T h i s b e h a v i o u r m o -
t i v a t e s t h e r e s e a r c h o f n e w r e f i n e m e n t m e t h o d s t h a t w o u l d u s e t h i s
i n f o r m a t i o n w i t h o u t b e i n g c o n s t r a i n e d t o b o u n d a r i e s . A s i d e f r o m t h i s
b a s e l i n e , t w o n o v e l s t r a t e g i e s — L O O - σ a n d L O O - S o b o l ’ — h a v e b e e n
d e v e l o p e d a n d a r e p r e s e n t e d i n t h i s w o r k . T h e c o m m o n s t r a t e g y i s
d e t a i l e d i n A l g o r i t h m 2 .
A l g o r i t h m 2 R e f i n e m e n t s t r a t e g y
R e q u i r e : Nmax, threshold, Mgp, Ns
1 : w h i l e LOO − quality < threshold a n d Ns < Nmax d o
2 : xL ← l e a s t s t a b l e p o i n t o f t h e d e s i g n
3 : HL ← h y p e r c u b e a r o u n d xL
4 : xo ← maxV[Mgp], w i t h i n HL
5 : C o m p u t e a n e w s n a p s h o t a t xo
6 : U p d a t e G P s u r r o g a t e Mgp(x∗)
7 : e n d w h i l e
S t a r t i n g f r o m a n i n i t i a l p a r a m e t e r s p a c e , t h e q u a l i t y o f t h e c u r r e n t
m o d e l g i v e s t h e m o s t s e n s i t i v e p o i n t o f t h e d e s i g n . A r o u n d t h i s p o i n t , a
h y p e r c u b e i s c o n s t r u c t e d . W i t h i n t h i s h y p e r c u b e t h e m o d e l ’ s v a r i a n c e
i s m a x i m i z e d w h i c h g i v e s a n e w p o i n t . E a c h s t r a t e g y i s d e s c r i b e d
h e r e a f t e r :
• V a r i a n c e ( σ) ,
A s s t a t e d i n S e c t i o n 2 . 3 . 3 , o n e o f t h e m a i n a d v a n t a g e s o f G a u s s i a n
p r o c e s s e s o v e r o t h e r s u r r o g a t e s i s t o p r o v i d e a n i n s i g h t i n t o t h e
v a r i a n c e o f t h e s o l u t i o n . T h e f i r s t m e t h o d c o n s i s t s i n u s i n g t h i s
d a t a a n d w e i g h t i t w i t h t h e e i g e n v a l u e s o f t h e P O D :
k∑
i=1
λ2i × V[Mgp(x∗)]i. ( 7 . 1 )
P a g e 7 2 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
7 . 3 . C O N S T R U C T I O N O F T H E H Y P E R C U B E
G l o b a l o p t i m i z a t i o n o f t h i s i n d i c a t o r g i v e s t h e n e w p o i n t t o s i m u -
l a t e [ 2 3 0 ] .
• L e a v e - O n e - O u t ( L O O ) a n d σ,
A L O O i s p e r f o r m e d o n t h e m o d e l a n d h i g h l i g h t s t h e p o i n t w h e r e
t h e m o d e l i s t h e m o s t s e n s i t i v e t o . T h e s t r a t e g y h e r e i s t o a d d
a n e w p o i n t i n t h e s u r r o u n d i n g a r e a . T h e c r e a t i o n o f t h e h y p e r -
c u b e i s d e s c r i b e d i n S e c t i o n 7 . 3 . W i t h i n t h i s h y p e r c u b e , a g l o b a l
o p t i m i z a t i o n o v e r σ i s c o n d u c e d g i v i n g t h e n e w p o i n t .
• L O O - S o b o l ’ ,
U s i n g t h e s a m e s t e p s a s w i t h t h e L O O - σ m e t h o d , t h e h y p e r -
c u b e a r o u n d t h e p o i n t i s h e r e t r u n c a t e d u s i n g p r i o r i n f o r m a t i o n
a b o u t S o b o l ’ t o t a l i n d i c e s — s e e S e c t i o n 2 . 2 . F o r i n s t a n c e , i n a
2 - d i m e n s i o n a l c a s e i f STx1 = 0.8, STx2 = 0.2, t h e h y p e r c u b e w i l l b e
s h r u n k b y 8 0 % a l o n g x1 ’ s a x i s a n d b y 2 0 % a l o n g x2 ’ s a x i s . T h e
a l g o r i t h m e n s u r e s i n d i c e s t o b e b o u n d e d b e t w e e n 0 . 1 a n d 1 . T h i s
p r e v e n t s s o m e d i m e n s i o n s f r o m b e i n g s q u a s h e d p r e m a t u r e l y . T h e
m e t h o d r e q u i r e s t h a t i n d i c e s b e c l o s e t o c o n v e r g e n c e t o a v o i d
b i a s i n t h e r e s u l t . H o w e v e r , t h e b i a s c a n b e i n t e n t i o n a l d e p e n d i n g
o n t h e i n s i g h t w e h a v e a b o u t t h e c a s e .
• H y b r i d .
T h i s l a s t m e t h o d c o n s i s t s i n a n a v i g a t o r c o m p o s e d b y a n y c o m b i -
n a t i o n o f t h e p r e v i o u s m e t h o d s .
T h e e v a l u a t i o n o f t h e l a t t e r c o m p o s i t e m e t h o d i s n o t p r e s e n t e d i n
t h i s w o r k . A l t h o u g h t h e c o m p u t a t i o n o f t h e L O O m e t r i c i s m e r e l y a n
a t t e m p t t o c h a r a c t e r i z e t h e m o d e l ’ s g l o b a l q u a l i t y , t h i s m a i n l y s e r v e s t o
a s s e s s t h e s u r r o g a t e m o d e l ’ s s t a b i l i t y . I f t h e m o d e l ’ s r e s p o n s e s u r f a c e
i s n o t a f f e c t e d b y t h e r e m o v a l o f a p a r t i c u l a r p o i n t , i t i s i n t e r p r e t e d
a s s t a b i l i t y — o r a n o n - s e n s i t i v i t y — o f t h e m o d e l t o t h i s a c t i o n . T h i s
t e c h n i q u e a i m s a t s t a b i l i z i n g t h e m o d e l .
7 . 3 C o n s t r u c t i o n o f t h e H y p e r c u b e
T o r e s a m p l e l o c a l l y t h e p a r a m e t e r s p a c e , a h y p e r c u b e i s c o n s t r u c t e d
a r o u n d p o i n t p w h i c h i s t h e m o s t s e n s i t i v e i n t h e c o n s t r u c t i o n o f t h e s u r -
r o g a t e m o d e l — L O O p o i n t , s e e S e c t i o n 2 . 3 . 5 . A n o p t i m i z a t i o n p r o b l e m i s
d e f i n e d t o c o n s t r u c t t h e l a r g e s t h y p e r c u b e b o u n d e d b y t h e s u r r o u n d i n g
p o i n t s P a s s h o w n i n F i g . 7 . 1 . T h i s a l l o w s t o o n l y c o n s i d e r t h e v i c i n i t y o f
t h e p o i n t .
T h e h y p e r c u b e i s d e f i n e d b y t h e c a r t e s i a n p r o d u c t o f t h e i n t e r v a l s
o f t h e d p a r a m e t e r s i . e . [ai, bi]d. T h e c o n s t r a i n e d o p t i m i z a t i o n p r o b l e m
c o n s i s t s i n f i n d i n g t h e c o o r d i n a t e s o f t h e h y p e r c u b e , h e n c e t h e p r o b l e m
P a g e 7 3 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
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F i g u r e 7 . 1 – S k e t c h o f a h y p e r c u b e o f s i z e [ai, bi]2. T h e g r e y d o t i s t h e
L O O p o i n t p, t h e b l a c k d o t s a r e t h e s u r r o u n d i n g p o i n t s P a n d t h e w h i t e
d o t i s t h e n e w p o i n t t o e v a l u a t e .
r e a d s 
max ‖ (b− a) ‖2
P /∈ [ai, bi]d
p ∈ [ai, bi]d
. ( 7 . 2 )
A m a x i m u m c u b e - v o l u m e a s p e c t r a t i o [ 2 1 6 ] i s a l s o d e f i n e d i n o r d e r t o








< , ( 7 . 3 )
w i t h  = 1.5, s e t a r b i t r a r i l y t o p r e v e n t t o o e l o n g a t e d h y p e r c u b e s . T h e
g l o b a l o p t i m u m i s f o u n d u s i n g a t w o - s t e p s t r a t e g y : f i r s t , a d i s c r e t e
o p t i m i z a t i o n u s i n g P g i v e s a n i n i t i a l s o l u t i o n ; s e c o n d a b a s i n - h o p p i n g a l -
g o r i t h m ( s e e S e c t i o n 2 . 1 f o r m o r e d e t a i l s ) f i n d s t h e o p t i m u m c o o r d i n a t e s
o f t h e h y p e r c u b e .
7 . 4 E v a l u a t i o n o f t h e M e t h o d s
T h e b e n e f i t s a n d m e c h a n i s m s o f t h e m e t h o d s a r e f i r s t e v a l u a t e d o n
c o m p l e x a n a l y t i c a l f u n c t i o n s . T h e c h o s e n f u n c t i o n s a r e d e f i n e d i n A p -
p e n d i x A . 1 . T h e n , t h e t r e a t m e n t o f t h e p a r a m e t e r s p a c e ’ s b o u n d a r y i s
p r e s e n t e d i n S e c t i o n 7 . 4 . 1 . T a k i n g i n t o a c c o u n t t h i s i s s u e , t h e a n a l y t i c a l
f u n c t i o n s a r e t e s t e d i n S e c t i o n 7 . 4 . 2 .
P a g e 7 4 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
7 . 4 . E V A L U A T I O N O F T H E M E T H O D S
7 . 4 . 1 R e s t r i c t i o n o f t h e D o E
T h e f i r s t s t e p w h e n c o n s t r u c t i n g a m o d e l i s t o d e f i n e t h e D o E . T h i s i s
d o n e b y d e f i n i n g t h e r a n g e o f e a c h i n p u t p a r a m e t e r , t h e b o u n d a r i e s
t h a t d e s c r i b e a h y p e r c u b e . T h e n , u s i n g a l o w d i s c r e p a n c y s e q u e n c e a s
d e s c r i b e d i n S e c t i o n 2 . 1 , a n i n i t i a l p o o l o f s n a p s h o t s i s c o m p u t e d w i t h i n
t h e h y p e r c u b e . H o w e v e r , w h e n c o n s t r u c t i n g a m o d e l b a s e d o n G a u s s i a n
P r o c e s s r e g r e s s i o n , t h e e r r o r i s i m p o r t a n t a t t h e b o u n d a r i e s o f t h e D o E
d u e t o t h e l a c k o f i n f o r m a t i o n . T h e m o d e l i s t h u s n o t a b l e t o e x t r a p o l a t e
a c c u r a t e l y a t t h e s e l o c a t i o n s . I f u s i n g t h e v a r i a n c e t e c h n i q u e a s i t i s , t h e
a l g o r i t h m t e n d s t o a d d p o i n t s a r o u n d t h e c o r n e r s a n d o n l y a f t e r i t c o n -
s i d e r s o t h e r p a r t s o f t h e d o m a i n . W h e n d e a l i n g w i t h a l o w d i m e n s i o n a l
c a s e — f e w e r t h a n t h r e e p a r a m e t e r s a s w i t h t h e M i c h a l e w i c z f u n c t i o n
w h i c h u s e s t w o i n p u t p a r a m e t e r s ( s e e A p p e n d i x A . 1 ) , s e e F i g . 7 . 2 — , a



















F i g u r e 7 . 2 – M i c h a l e w i c z f u n c t i o n : d o t s r e p r e s e n t t h e i n i t i a l s a m p l e o f 5 0
p o i n t s a n d d i a m o n d s r e p r e s e n t t h e 2 0 r e s a m p l e d p o i n t s . T h e f u n c t i o n
w a s e v a l u a t e d o n t h e h y p e r c u b e [1, pi]2
W h e n i n c r e a s i n g t h e n u m b e r o f p a r a m e t e r s , t h e r e i s a l a r g e r n u m -
b e r o f b o u n d a r i e s t o c o v e r . T h i s h a s b e e n c o n f i r m e d o n t h e I s h i g a m i
f u n c t i o n ( 3 i n p u t p a r a m e t e r s , A p p e n d i x A . 1 ) f o r w h i c h t h e r e p o r t e d Q2
v a l u e s a r e e v e n w o r s e . A s s h o w n i n T a b l e 7 . 1 , t h e o p t i m i z a t i o n p r o c e s s
i s b e i n g o v e r c o n s t r a i n e d i n t h e s e r e g i o n s a n d t h e g l o b a l p r e d i c t i o n s
P a g e 7 5 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
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a r e d e g r a d e d . T o o b t a i n t h i s T a b l e , t h e i n i t i a l s a m p l e w a s i n c r e a s e d
u s i n g a c o n s t a n t n u m b e r o f r e s a m p l i n g p o i n t s ( 1 0 p o i n t s ) a n d t h e e r r o r
w a s m e a s u r e d u s i n g a u n i f o r m d i s t r i b u t i o n o n t h e d o m a i n , c o n f i r m i n g
t h e i m p o r t a n c e o f t h e b o u n d a r y t r e a t m e n t .
I n i t i a l s a m p l e T o t a l s i z e Q2
3 0 4 0 0 . 0 5
3 5 4 5 - 0 . 0 2
4 0 5 0 - 0 . 1 3
4 5 5 5 - 0 . 1 9
5 0 6 0 - 0 . 0 4
5 5 6 5 0 . 4 3
6 0 7 0 0 . 5 1
6 5 7 5 0 . 8 7
7 0 8 0 0 . 5 4
7 5 8 5 0 . 8 6
T a b l e 7 . 1 – E r r o r Q2 o n t h e I s h i g a m i f u n c t i o n o f t h e s i z e o f t h e i n i t i a l
s a m p l e u s i n g a v a r i a n c e s t r a t e g y w i t h 1 0 p o i n t s .
T h e p o s s i b i l i t y t o w i d e n t h e s p a c e b y a d e l t a s p a c e h a s b e e n e v a l u -
a t e d t o a d d r e s s t h i s q u e s t i o n . T h e o b j e c t i v e i s t o c o n d i t i o n t h e p r e d i c t o r
a r o u n d t h e b o u n d a r i e s b y a d d i n g i n f o r m a t i o n o u t s i d e t h e d o m a i n o f
i n t e r e s t . A H a l t o n s e q u e n c e h a s b e e n u s e d t o g e n e r a t e a s a m p l e o f
s i z e Ns = 80 f r o m t h e s p a c e
Ni ∼ U(20, 80) ∆space ∼ U(0, 20%), ( 7 . 4 )
w i t h Ni t h e n u m b e r o f i n i t i a l s n a p s h o t s a n d ∆space t h e w i d e n i n g f a c t o r ,
t h e o u t e r d e l t a s p a c e . F o r e a c h c a s e Ni, i t i s o n l y t h e p r o p o r t i o n o f t h e
i n i t i a l s a m p l e o v e r t h e n u m b e r o f r e s a m p l e p o i n t t h a t v a r i e s ( s e e F i g . 7 . 3 ) .
A f i x e d b u d g e t o f Nb = 80 s n a p s h o t s w a s c o n s i d e r e d . T h e n , t h e n u m b e r
o f r e s a m p l i n g p o i n t s i s e q u a l t o Nrs = Nb −Ni. T h e s t r a t e g y u s e d h e r e
w a s t h e σ m o d e l ( s e e S e c t i o n 2 . 1 ) . A f t e r t h e r e s a m p l i n g p h a s e h a s
b e e n c o m p l e t e d , t h e q u a l i t y Q2 o f t h e m o d e l i s c o m p u t e d . A p p l i e d t o
t h e I s h i g a m i f u n c t i o n , Ns s i m u l a t i o n s e a c h p e r f o r m i n g Nb e v a l u a t i o n s
h a v e b e e n u s e d t o c o n s t r u c t t h e r e s p o n s e s u r f a c e . T h e s e r e s u l t s w e r e
c o m p a r e d t o a c a s e w i t h o u t r e s a m p l i n g : Ni = NS = 80. T h e r e s u l t i n g
p r e d i c t i v i t y q u a l i t y b e i n g Q2 ' 0.8.
A s s h o w n i n F i g . 7 . 4 , t h e r e i s n o b e n e f i t o f a d d i n g p o i n t s o u t s i d e t h e
d o m a i n . A s i d e f r o m t h e u n i f o r m d i s t r i b u t i o n s u s u a l l y e m p l o y e d o n t h i s
f u n c t i o n , a s t a n d a r d a r c s i n e d i s t r i b u t i o n w a s a l s o t e s t e d t o a s s e s s t h e
q u a l i t y a r o u n d b o u n d a r i e s b u t n o e n h a n c e m e n t w a s o b s e r v e d . W h e n
t h e d e l t a s p a c e i s i n c r e a s e d , t h e r e i s a l o s s o f q u a l i t y d u e t o t h e p r e s e n c e
o f p o i n t s i n n o n - i n t e r e s t i n g r e g i o n s .
C o m p l e m e n t a r y t o t h i s a n a l y s i s u s i n g a n o u t e r d e l t a s p a c e , a n i n n e r
d e l t a s p a c e f a c t o r h a s a l s o b e e n c o n s i d e r e d . T h e s a m e m e t h o d o l o g y
w a s u s e d . R e s u l t s a r e s h o w n i n F i g . 7 . 5 . O n t h e u n i f o r m c a s e , t h e m o d e l
P a g e 7 6 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y















F i g u r e 7 . 3 – E x a m p l e s h o w i n g a c o m p u t a t i o n o f Q2 w i t h Ni = 35, Nrs = 45.




























( a ) U n i f o r m d i s t r i b u t i o n




























( b ) A r c s i n e d i s t r i b u t i o n
F i g u r e 7 . 4 – R e s p o n s e s u r f a c e o f Q2 f u n c t i o n o f t h e i n i t i a l s a m p l e a n d
t h e o u t e r d e l t a s p a c e . B l a c k d o t s r e p r e s e n t t h e s i m u l a t i o n s .
w a s n o t c o r r e c t l y c o m p u t e d d u e t o h i g h d i s c o n t i n u i t i e s c a u s e d b y t h e
0 % i n n e r d e l t a s p a c e c a s e s . I n [ 5 7 ] , o p t i m a l d e s i g n t h a t t e n d s t o p u t
m o r e p o i n t s n e a r t h e b o u n d a r i e s w a s s h o w n t o b e m o r e e f f e c t i v e . T h e s e
r e s u l t s a r e c o h e r e n t w i t h t h e i r f i n d i n g s a s a n i m p r o v e m e n t o f t h e q u a l i t y
i s o b s e r v e d w h e n u s i n g a l o w i n n e r d e l t a s p a c e . I n d e e d , a s m a l l v a l u e
o f t h e p a r a m e t e r l i m i t s t h e t r e n d t o a d d p o i n t s c l o s e t o t h e b o u n d a r i e s .
T h i s w o r k h a s s h o w n t h a t s e t t i n g a n i n n e r d e l t a s p a c e c o m p r i s e d
b e t w e e n 5 a n d 1 0 % i s r e q u i r e d t o e n s u r e t h e r o b u s t n e s s o f t h e m o d e l
c o n s t r u c t i o n . B a s e d o n t h i s o b s e r v a t i o n , i n t h e f o l l o w i n g t h e i n n e r d e l t a
s p a c e i s s e t t o a n a r b i t r a r y v a l u e o f 8 % .
7 . 4 . 2 A p p l i c a t i o n o n A n a l y t i c a l F u n c t i o n s
T h e o p e r a t i n g m e c h a n i s m a n d c a t c h e s o f t h e m e t h o d s c a n b e v i s u -
a l i z e d o n t h e R o s e n b r o c k f u n c t i o n — s e e F i g . 7 . 6 . S t a r t i n g f r o m t h e σ
P a g e 7 7 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 7 . R E S A M P L I N G T H E D E S I G N O F E X P E R I M E N T S



























( a ) U n i f o r m d i s t r i b u t i o n





























( b ) A r c s i n e d i s t r i b u t i o n
F i g u r e 7 . 5 – R e s p o n s e s u r f a c e o f Q2 f u n c t i o n o f t h e i n i t i a l s a m p l e a n d
t h e i n n e r d e l t a s p a c e . B l a c k d o t s r e p r e s e n t t h e s i m u l a t i o n s .
m e t h o d : p o i n t s a r e f i r s t a d d e d c l o s e t o t h e t o p b o u n d a r y d e s p i t e t h e
i n n e r d e l t a s p a c e p a r a m e t e r . H o w e v e r , t h e l a c k o f s u r r o u n d i n g p o i n t s
m a d e t h i s c h o i c e f a i r l y l e g i t i m a t e . O t h e r p o i n t s s e e m t o b e l o c a t e d i n
i n t e r e s t i n g r e g i o n s — w h e r e t h e r e i s a g r a d i e n t a n d n o p o i n t s . I t c a n b e
s e e n a s a l o w d i s c r e p a n c y s e q u e n c e , w h i c h m a d e i t s u s e r e l e v a n t f o r
s t u d y i n g t h e d e l t a s p a c e i m p a c t i n S e c t i o n 7 . 4 . 1 . O n t h e o t h e r h a n d ,
t h e L O O - σ m e t h o d d o e s n o t s e e m t o e x h i b i t a b o u n d a r y p r e f e r e n c e .
B u t , o n t h e b o t t o m l e f t - h a n d c o r n e r , t h e r e i s a n a c c u m u l a t i o n o f p o i n t s .
I n d e e d , t h i s m e t h o d r e l i e s o n t h e l o c a t i o n o f t h e m o s t s e n s i t i v e p o i n t .
C o n s i d e r i n g t h e s u r r o u n d i n g s o f a s t r o n g e x t r e m u m — a s i t i s t h e c a s e
h e r e — , t h e m e t h o d t e n d s t o a d d p o i n t s f i r s t i n t h i s z o n e p r e v e n t i n g
f u r t h e r e x p l o r a t i o n o f t h e d o m a i n a n d , i n t h i s c a s e , t o t a l l y m i s s e s t h e
s e c o n d e x t r e m u m . L a s t l y , t h e L O O - S o b o l ’ m e t h o d s e e m s m o r e b a l -
a n c e d . P o i n t s h a v e b e e n a d d e d p r e f e r e n t i a l l y o n t h e X1 p a r a m e t e r a x i s ,
a s i t i s s l i g h t l y t h e m o s t i n f l u e n t p a r a m e t e r ( STX1 ' 0.7) .
A c o n v e r g e n c e s t u d y h a s a l s o b e e n p e r f o r m e d . W i t h a f i x e d t o -
t a l n u m b e r o f s i m u l a t i o n s , t h e s i z e o f t h e i n i t i a l l e a r n i n g s a m p l e w a s
c h a n g e d t o e v a l u a t e t h e i m p a c t o f t h e r a t i o o f t h e i n i t i a l s a m p l i n g o v e r
t h e t o t a l n u m b e r o f s a m p l e s o n t h e q u a l i t y o f t h e m o d e l . A s i n S e c -
t i o n 7 . 4 . 1 , a H a l t o n s e q u e n c e w a s u s e d . T h e r e s p e c t i v e p a r a m e t e r s a r e
r e p o r t e d i n T a b l e 7 . 2 . T h e S o b o l ’ i n d i c e s : f o r t h e I s h i g a m i f u n c t i o n a r e
f o u n d i n [ 1 5 1 ] ; f o r t h e g - f u n c t i o n f u n c t i o n a r e f o u n d i n [ 1 2 8 ] ; w h i l e f o r
t h e R o s e n b r o c k f u n c t i o n , a s t o c h a s t i c s a m p l e o f 100 000 e v a l u a t i o n s
w a s u s e d .
R e s u l t s a r e s h o w n i n F i g . 7 . 7 . T h e σ m e t h o d a p p e a r s t o b e o n e o f t h e
m o s t , i n s o m e c a s e s t h e m o s t , e f f e c t i v e m e t h o d b u t i t a l s o e x h i b i t s m o r e
v a r i a b i l i t y . I n c r e a s i n g d i m e n s i o n a l i t y s e e m s o n l y t o i m p r o v e s l i g h t l y t h i s
b e h a v i o u r . T h e r e a r e m u l t i p l e e x p l a n a t i o n s t o t h i s p h e n o m e n o n . T h e
m e t h o d r e l i e s o n t h e u s e o f a n i n f e r e n c e a b o u t t h e v a r i a n c e o f t h e m o d e l .
S t a r t i n g f r o m a g i v e n s a m p l e , i f t h e f i t t i n g p r o c e s s d o e s n o t c o n v e r g e ,
P a g e 7 8 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
7 . 4 . E V A L U A T I O N O F T H E M E T H O D S























( a ) σ: Q2 = 0.75






















( b ) L O O - σ: Q2 = 0.68























( c ) L O O - S o b o l ’ : Q2 = 0.86
F i g u r e 7 . 6 – R e s p o n s e s u r f a c e o f t h e R o s e n b r o c k f u n c t i o n . I n e a c h c a s e ,
t h e i n i t i a l l e a r n i n g s a m p l e i s c o m p o s e d o f 1 2 s i m u l a t i o n s a n d t h e r e a r e
1 3 r e s a m p l i n g p o i n t s — r e s p e c t i v e l y r e p r e s e n t e d i n b l a c k d o t s a n d r e d
d i a m o n d s .
t h e p r e d i c t i o n o f t h e v a r i a n c e w i l l b e f a r f r o m c o r r e c t l e a d i n g t o a w r o n g
r e s a m p l i n g . O f c o u r s e , t h e r e i s a c h a n c e f o r t h i s n e w p o i n t l o c a t i o n
t o b e r e l e v a n t . T h i s c a n l e a d t o a n e v e n w o r s e m o d e l o r a n o v e r f i t t i n g
w h e r e t h e m o d e l i s t o o c l o s e l y l i n k e d t o t h e o u t p u t s , s o t h e m o d e l h a s
m e m o r i z e d o n l y t h e f e a t u r e b u t n o t l e a r n e d t h e u n d e r l i n i n g c o r r e l a t i o n
b e t w e e n t h e d a t a . L a s t l y , l o o k i n g a t F i g . 7 . 8 , e v e n i f t h e p o i n t s l o o k w e l l
d i s t r i b u t e d o v e r t h e p a r a m e t e r s p a c e , t h e G P m o d e l i s a b s o l u t e l y w r o n g .
T h e G a u s s i a n P r o c e s s r e c o n s t r u c t i o n f a i l e d t o r e c o v e r t h e r e s p o n s e
s u r f a c e o f t h e f u n c t i o n w h e r e a s a R a d i a l B a s i s F u n c t i o n N e t w o r k s m o d e l
s u c c e s s f u l l y d i d i t .
T h e o t h e r t w o m e t h o d s s h a r e t h e σ s t r a t e g y , b u t t h e v a r i a b i l i t y i s
c o n d i t i o n e d b y t h e L O O p o i n t . I n d e e d , t h e f o r m e r o n l y u s e s i n f e r e n c e
a b o u t t h e p r e d i c t i v e v a r i a n c e w h e r e a s L O O ’ s m e t h o d s t a k e i n t o a c c o u n t
t h e o b s e r v e d q u a l i t y o f t h e m o d e l .
L O O - S o b o l ’ i s e v e n m o r e s t a b l e e s p e c i a l l y w h e n t h e c o n t r i b u t i o n
o f t h e p a r a m e t e r s t o t h e Q o I i s n o t e v e n . T h e q u a l i t y e v o l v e s q u a s i -
P a g e 7 9 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 7 . R E S A M P L I N G T H E D E S I G N O F E X P E R I M E N T S
F u n c t i o n S a m p l e B u d g e t Q2 T o t a l o r d e r S o b o l ’ i n d i c e s
R o s e n b r o c k 2 - D 2 5 0 . 8 2 [ 0 . 7 1 , 0 . 5 0 ]
I s h i g a m i 3 - D 8 0 0 . 8 5 [ 0 . 5 5 7 , 0 . 4 4 3 , 0 . 2 4 4 ]
g - f u n c t i o n 4 - D 6 5 0 . 6 6 [ 0 . 6 0 , 0 . 2 7 , 0 . 1 5 , 0 . 1 0 ]
g - f u n c t i o n 1 1 - D ( i ) 8 0 0 . 8 4 [ 0 . 6 9 , 0 . 3 1 , 0 , . . . , 0 ]
g - f u n c t i o n 1 1 - D ( i i ) 8 0 0 . 6 6 [ 0 . 4 7 , 0 . 2 1 , 0 . 2 1 , 0 . 1 2 , 0 . 1 2 , 0 . 0 2 , 0 , . . . , 0 ]
T a b l e 7 . 2 – R e f e r e n c e Q2 a n d T o t a l o r d e r S o b o l ’ i n d i c e s . T h e o r e t i c a l
v a l u e s f o r b o t h I s h i g a m i a n d g - f u n c t i o n a n d c o m p u t e d f o r R o s e n b r o c k .
l i n e a r l y w i t h t h e i n i t i a l s a m p l e s i z e . T h i s i s d u e t o t h e i n i t i a l g u e s s o n t h e
i n d i c e s . T h e c l o s e r t h e i n d i c e s a r e c o n v e r g e d , t h e b e t t e r t h e s i z i n g o f
t h e h y p e r c u b e u s e d b y t h e σ s t r a t e g y . I n d e e d , s o m e d i m e n s i o n o f t h e
h y p e r c u b e c o u l d b e n e g l e c t e d d u e t o t h e i n d i c e s . I n t h e R o s e n b r o c k
c a s e t h e m e t h o d b e h a v e s l i k e L O O - σ, t h e i m p o r t a n c e f a c t o r s a r e c l o s e
e n o u g h s o t h a t t h i s c o l l a p s e o f d i m e n s i o n d o e s n o t o c c u r . O n t h e
o t h e r h a n d , w i t h t h e g - f u n c t i o n 4 - D a n d g - f u n c t i o n 1 1 - D ( i ) , t h e t o t a l
o r d e r S o b o l ’ i n d i c e s o f t h e l a s t i n p u t p a r a m e t e r s a r e s o s m a l l t h a t t h e
a l g o r i t h m t e n d s n o t t o t a k e i n t o a c c o u n t t h e s e d i m e n s i o n s . F i n a l l y ,
f o r t h e g - f u n c t i o n 1 1 - D ( i i ) c a s e , m o r e i n p u t p a r a m e t e r s a r e a c t i v e —
m e a n i n g t h a t t h e i r t o t a l o r d e r S o b o l ’ i n d i c e s a r e g r e a t e r t h a n 0 . 1 — , s o
t h a t t h e i m p r o v e m e n t i s n o t a s i m p o r t a n t a s w i t h t h e g - f u n c t i o n 1 1 -
D ( i i ) c a s e . S t i l l , b e t t e r r e s u l t s a r e f o u n d c o m p a r e d t o t h e σ s t r a t e g y .
T h e s e r e s u l t s a r e c o m p a r a b l e t o t h e R o s e n b r o c k c a s e w h e r e L O O - S o b o l ’
p e r f o r m s i m i l a r l y t o L O O - σ. I n d e e d , a s t h e n u m b e r o f a c t i v e p a r a m e t e r s
g r o w s , i m p r o v i n g t h e Q2 w o u l d i m p l y a b e t t e r c o v e r a g e o f t h e p a r a m e t e r
s p a c e . T h u s , a s t h e n u m b e r o f a c t i v e d i m e n s i o n i n c r e a s e s , i t i s e x p e c t e d
t h a t t h e o p t i m a l Q2, f o r a g i v e n n u m b e r o f s a m p l e s , w o u l d c o n v e r g e
t o t h e Q2 g i v e n b y t h e u s e o f a l o w d i s c r e p a n c y s a m p l i n g . A t w o r s t
t h e l o w d i s c r e p a n c y s a m p l i n g ’ s Q2 w i l l b e a l o w e r b o u n d f o r t h e s e
m e t h o d s . I n r e a l i s t i c e n g i n e e r i n g a p p l i c a t i o n s , t h e i m p o r t a n c e o f t h e
r e l a t i v e c o n t r i b u t i o n s o f t h e i n p u t p a r a m e t e r s b e i n g m o s t o f t h e t i m e
u n k n o w n , t h e s e m e t h o d s s e e m p r o m i s i n g .
F o r e a c h f u n c t i o n , a s t h e i n i t i a l s a m p l e g e t s c l o s e t o t h e b u d g e t ,
t h e e x p e c t e d i m p r o v e m e n t i s r e d u c e d . T h i s i s c l e a r w i t h t h e I s h i g a m i
f u n c t i o n . W h e n t h e i n i t i a l s a m p l e i s t o o s m a l l , t h e m o d e l i s s o p o o r
t h a t t h e p o i n t s a r e n o t a d d e d e f f i c i e n t l y . O n t h e c o n t r a r y , i f w e a d d a n
i n s u f f i c i e n t n u m b e r o f p o i n t s , t h e i m p a c t i s c l o s e t o n o n e b u t s t i l l t h e r e
i s a n i m p r o v e m e n t . F r o m t h e o t h e r c a s e s , t h e e f f e c t o f t h e r a t i o o f t h e
i n i t i a l l e a r n i n g s a m p l e s i z e o v e r t h e t o t a l b u d g e t i s n o t s o c l e a r . I n 2 - D
t h e i m p a c t i s n u l l a n d a f t e r t h a t , a r a t i o > 0.5 s e e m s a p p r o p r i a t e .
T h u s , s e t t i n g a s i d e t h e p o s s i b l e n o n - f i t t i n g o f t h e d a t a , i m p r o v i n g
t h e q u a l i t y o f t h e s u r r o g a t e m o d e l b y r e s a m p l i n g t h e p a r a m e t e r s p a c e
a p p e a r s t o b e g u a r a n t e e d i n h i g h d i m e n s i o n a l c a s e s a n d u s i n g n o m o r e
t h a n h a l f o f t h e b u d g e t .
P a g e 8 0 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
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( e ) 1 1 - D g - f u n c t i o n ( i i )
F i g u r e 7 . 7 – C o n v e r g e n c e o f Q2 o f t h e d i f f e r e n t m e t h o d s o n e a c h f u n c t i o n
b y v a r y i n g t h e i n i t i a l l e a r n i n g s a m p l e s i z e w i t h a f i x e d b u d g e t .
7 . 5 S u m m a r y
T w o n e w m e t h o d s h a v e b e e n i n t r o d u c e d i n t h i s w o r k f o r r e s a m p l i n g t h e
p a r a m e t e r s p a c e i n o r d e r t o i m p r o v e t h e p r e d i c t i v i t y c o e f f i c i e n t o f a
s u r r o g a t e m o d e l : n a m e l y L O O - σ a n d L O O - S o b o l ’ m e t h o d s . T h e s e m e t h -
o d s d o n o t o n l y t a k e a d v a n t a g e o f t h e c a p a b i l i t y o f G a u s s i a n P r o c e s s
m o d e l s t o i n f e r a p r e d i c t i o n ’ s v a r i a n c e , b u t t h e y u s e i n f o r m a t i o n a b o u t
P a g e 8 1 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 7 . R E S A M P L I N G T H E D E S I G N O F E X P E R I M E N T S









































( b ) R B F : Q2 = 0.83
F i g u r e 7 . 8 – R e s p o n s e s u r f a c e o f t h e R o s e n b r o c k f u n c t i o n . C o m p a r i s o n
b e t w e e n t w o m o d e l s . T h e i n i t i a l s a m p l e i s c o m p o s e d o f 1 3 s i m u l a t i o n s
a n d 1 2 r e s a m p l i n g p o i n t s — r e s p e c t i v e l y r e p r e s e n t e d i n b l a c k d o t s a n d
r e d d i a m o n d s .
t h e o b s e r v e d q u a l i t y o f t h e m o d e l . I t w a s s h o w n t h a t a n i m p r o v e m e n t o f
t h e q u a l i t y o f t h e m o d e l i s g u a r a n t e e d i n h i g h d i m e n s i o n a l c a s e s . C o m -
p a r e d t o a r e s a m p l i n g m e t h o d b a s e d o n t h e p r e d i c t e d v a r i a n c e o n l y , t h e
p r o p o s e d m e t h o d s b e h a v i o u r a p p e a r s t o b e m o r e s t a b l e a n d r e l i a b l e . I t
w a s a l s o f o u n d t h a t t h e r a t i o o f t h e i n i t i a l l e a r n i n g s a m p l e s p a c e o v e r
t h e t o t a l b u d g e t o f f u n c t i o n e v a l u a t i o n s h o u l d r e m a i n g r e a t e r t h a n 0,5.
W h i c h i s t o s a y t h a t n o m o r e t h a n h a l f o f t h e b u d g e t s h o u l d b e a l l o c a t e d
t o r e s a m p l i n g t h e p a r a m e t e r s p a c e . I n a n y c a s e , t h e i n i t i a l q u a l i t y o f t h e
m o d e l s h o u l d b e r e a s o n a b l e w h e n c o n s i d e r i n g t h e s e t e c h n i q u e s .
B y t a k i n g i n t o a c c o u n t t h e p h y s i c s i n t h i s p r o c e s s , t h e p r o p o s e d
m e t h o d s w i l l h e l p b u i l d b e t t e r m o d e l s a t l o w e r c o s t . T h i s w i l l a l s o a l l o w
U n c e r t a i n t y Q u a n t i f i c a t i o n o f h i g h - d i m e n s i o n a l o r e x p e n s i v e c a s e s t o
b e w i t h i n r e a c h .
P a g e 8 2 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
8 | U n c e r t a i n t y V i s u a l i z a t i o n
C e c h a p i t r e p r é s e n t e d e n o u v e l l e s s t r a t é g i e s d e v i s u a l i s a -
t i o n p o u r v i s u a l i s e r l ’ i n c e r t i t u d e . L e s m é t h o d e s s o n t c o n ç u e s
p o u r a i d e r l e s p r a t i c i e n s d e U Q e n p e r m e t t a n t l a v i s u a l i s a -
t i o n d e l ’ e s p a c e d e s p a r a m è t r e s d ’ e n t r é e e t d e l a q u a n t i t é
d ’ i n t é r ê t ( Q o I ) s u r l e m ê m e c a n e v a s .
C e t t e s o l u t i o n s ’ a p p u i e s u r l e s H O P s a p p l i q u é s à u n e
s u r f a c e d e r é p o n s e f o n c t i o n n e l l e , l e s m é t r i q u e s H D R , e t u n e
v e r s i o n t r i d i m e n s i o n n e l l e d u K i v i a t . P o u r l e 3 D - K i v i a t , c h a q u e
c o u c h e r e p r é s e n t e u n r é s u l t a t h y p o t h é t i q u e ( u n e r é a l i s a t i o n )
c o l o r é p a r u n e v a l e u r s c a l a i r e l i é e à u n e g r a n d e u r d ’ i n t é r ê t .
C e t t e g r a n d e u r e s t s o i t l a Q o I à u n p o i n t e t à u n i n s t a n t
d o n n é s , s o i t u n e d i s t a n c e c a l c u l é e à l ’ a i d e d e s m e s u r e s d u
R D H . C e t t e s o l u t i o n p e u t ê t r e c o m p l é t é e p a r u n e s o n i f i c a t i o n
d e s d o n n é e s p o u r t r a c e r l e s m é t r i q u e s H D R .
L e c h a p i t r e e s t r é d i g é c o m m e s u i t : S e c t i o n 8 . 2 p r é s e n t e
u n e t e c h n i q u e i n n o v a n t e p o u r v i s u a l i s e r l e s i n c e r t i t u d e s d e
l a s o r t i e b a s é e s s u r f - H O P S a v e c s o n i f i c a t i o n à p a r t i r d e
l a m é t r i q u e H D R . S e c t i o n 8 . 3 é t e n d c e t t e s o l u t i o n a v a n c é e
à l a v i s u a l i s a t i o n d e s i n c e r t i t u d e s d ’ e n t r é e e t d e s o r t i e e n
s ’ a p p u y a n t s u r l a r e p r é s e n t a t i o n 3 D - K i v i a t a u g m e n t é e d e
m e s u r e s H D R e t d e s o n i f i c a t i o n . L a S e c t i o n 8 . 4 a p p o r t e d e s
é l é m e n t s d e d i s c u s s i o n e t c o n c l u s s u r c e s t r a v a u x .
8 . 1 I n t r o d u c t i o n
TH I S C H A P T E R p r o p o s e s a s o l u t i o n t o v i s u a l i z e h i g h i n p u t a n d o u t p u td i m e n s i o n s . T h i s s o l u t i o n r e l i e s o n H O P s a p p l i e d t o f u n c t i o n a l
r e s p o n s e s u r f a c e , H D R m e t r i c s , a n d a 3 - d i m e n s i o n a l v e r s i o n o f K i v i a t
p l o t . F o r t h e 3 D - K i v i a t , e a c h l a y e r s t a n d s f o r a h y p o t h e t i c a l o u t c o m e ( a
r e a l i z a t i o n ) c o l o u r e d b y a s c a l a r v a l u e r e l a t e d t o t h e r e s p o n s e v a r i a b l e .
T h i s v a l u e i s e i t h e r t h e r e s p o n s e v a r i a b l e a t a g i v e n p o i n t a n d t i m e o r
s o m e d i s t a n c e c o m p u t e d w i t h t h e H D R m e t r i c s . T h i s s o l u t i o n c a n b e
a u g m e n t e d w i t h d a t a s o n i f i c a t i o n t o t r a d u c e t h e H D R m e t r i c s .
T h e c h a p t e r i s t a i l o r e d a s f o l l o w s : S e c t i o n 8 . 2 p r e s e n t s a n i n n o v a -
t i v e t e c h n i q u e t o v i s u a l i z e o u t p u t u n c e r t a i n t i e s b a s e d o n f - H O P S w i t h
s o n i f i c a t i o n f r o m H D R m e t r i c s . S e c t i o n 8 . 3 e x t e n d s t h i s a d v a n c e d s o -
l u t i o n t o b o t h i n p u t a n d o u t p u t u n c e r t a i n t i e s v i s u a l i z a t i o n b u i l d i n g o n
3 D - K i v i a t r e p r e s e n t a t i o n a u g m e n t e d w i t h H D R m e t r i c s a n d s o n i f i c a t i o n .
C o n c l u s i o n a n d d i s c u s s i o n a r e f i n a l l y g i v e n i n S e c t i o n 8 . 4 .
8 3
C H A P T E R 8 . U N C E R T A I N T Y V I S U A L I Z A T I O N
8 . 2 U n c e r t a i n t y V i s u a l i z a t i o n o f F u n c t i o n a l O u t p u t
D a t a
8 . 2 . 1 D y n a m i c V i s u a l i z a t i o n o f F u n c t i o n a l O u t p u t s ’ s S t a t i s t i c s
T h e H O P s d y n a m i c v i s u a l i z a t i o n c a n b e a p p l i e d t o f u n c t i o n a l o u t p u t s [ 1 1 5 ]
a s i n F i g . 8 . 1 a n i m a t i n g s u c c e s s i v e r e a l i z a t i o n s o f t h e d a t a ( f o r t h e E l
N i ñ o d a t a s e t — s e e A p p e n d i x A . 2 ) , i t i s n o t e d f - H O P s . W h e n c o m b i n e d
t o H D R c r i t e r i a , e a c h r e a l i z a t i o n i s d i s c r i m i n a t e d t a k i n g i n t o a c c o u n t t h e
f u n c t i o n a l c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e o u t p u t a n d o u t l i e r s a r e e a s i l y d e t e c t e d .
T h i s s o l u t i o n i s c o m p l e m e n t a r y t o t h e c l a s s i c a l P D F p l o t f o r f u n c t i o n a l
o u t p u t s s h o w n i n F i g . 8 . 2 t h a t d i s p l a y s t h e p r o b a b i l i t y o f m o n t h l y s e a s u r -
f a c e t e m p e r a t u r e . T h e m e d i a n a n d s t a n d a r d d e v i a t i o n c u r v e s a r e s h o w n
b u t t h e s e s t a t i s t i c s a r e c o m p u t e d p o i n t b y p o i n t i n d e p e n d e n t l y a n d t h e
o u t l i e r s c a n n o t b e r e p r e s e n t e d . Y e t , f - H O P s d o e s n o t a l l o w t o e x h i b i t
m u l t i p l e m o d e s s t a t i s t i c s t h a t a r e s h o w n b y t h e P D F a t a g i v e n l o c a t i o n .
F o r i n s t a n c e , F i g u r e 8 . 3 s h o w s b o t h t h e f u n c t i o n a l P D F a n d a P D F a t a
p r e c i s e l o c a t i o n o f t h e H y d r o d y n a m i c s d a t a s e t — s e e A p p e n d i x A . 2 . I t
c a n b e n o t e d t h a t t h e r e a r e m u l t i p l e m o d e s .
( a ) F r a m e # n ( b ) F r a m e # n+ 1
F i g u r e 8 . 1 – F u n c t i o n a l - H O P s . a c l o s e t o m e d i a n r e a l i z a t i o n . b o u t l i e r
r e a l i z a t i o n .
8 . 2 . 2 S o n i f i c a t i o n o f F u n c t i o n a l O u t p u t s ’ s S t a t i s t i c s
W h e n t h e n u m b e r o f r e a l i z a t i o n s i n t h e d a t a s e t i s l i m i t e d , a s t a t i c o r a n
a n i m a t e d v i s u a l i z a t i o n , u s i n g f - H O P s a n d H D R m e t r i c s , a l l o w t o d e p i c t
t h e m o s t s i g n i f i c a n t c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e e n s e m b l e m e m b e r s . W h e n
t h i s n u m b e r i n c r e a s e s , t h e a n i m a t i o n t i m e i n c r e a s e s a n d t h e a n a l y s i s
b e c o m e s h a r d e r . S o n i f i c a t i o n c o m e s a s a n a l t e r n a t i v e f o r m e a n i n g f u l
a n a l y s i s o f t h e d a t a s e t : i t c o n v e n i e n t l y a l l o w s t o d r a w t h e a t t e n t i o n o n
s p e c i f i c r e a l i z a t i o n d i s c r i m i n a t e d b y t h e H D R m e t r i c . I t i s p r o p o s e d
t o c o m p u t e t h e L2- n o r m b e t w e e n e a c h r e a l i z a t i o n a n d a r e f e r e n c e r e -
a l i z a t i o n w i t h i n t h e r e d u c e d m o d a l s p a c e . T h e r e f e r e n c e r e a l i z a t i o n
P a g e 8 4 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
8 . 2 . U N C E R T A I N T Y V I S U A L I Z A T I O N O F F U N C T I O N A L O U T P U T D A T A
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F i g u r e 8 . 2 – F u n c t i o n a l P D F o f m o n t h l y s e a s u r f a c e t e m p e r a t u r e . M o -
m e n t s a r e c o m p u t e d w i t h r e s p e c t t o t h e 5 8 r e a l i z a t i o n s p e r m o n t h o f
t h e y e a r .















































F i g u r e 8 . 3 – F u n c t i o n a l P D F o f t h e w a t e r e l e v a t i o n , a a l o n g t h e 4 6 3
n o d e s a l o n g t h e r i v e r r e a c h ; b a t M a r m a n d e s t a t i o n ( 3 6 k m ) r e v e a l i n g a
b i m o d a l P D F .
i s h e r e c h o s e n a s t h e m e d i a n a n d i s m a p p e d i n t o a b a s e s o u n d . T h e
f r e q u e n c y a s s o c i a t e d w i t h e a c h r e a l i z a t i o n i n c r e a s e s , a n d t h e s o u n d
b e c o m e s h i g h e r a s t h e d i s t a n c e b e t w e e n e a c h r e a l i z a t i o n a n d t h e r e f e r -
e n c e i n c r e a s e s . E v i d e n t l y , t h e r e f e r e n c e c a n d i f f e r f r o m t h e m e d i a n . [ 1 8 ]
d e m o n s t r a t e d t h a t s o n i f i c a t i o n a l l o w s f o r w e l l - i n f o r m e d u n d e r s t a n d i n g
o f a l a r g e d a t a s e t a n d t h a t p r a c t i t i o n e r s u s u a l l y d e v e l o p a p h y s i c s -
d e p e n d e n t v o c a b u l a r y t h a t i s a d a p t e d t o s p e c i f i c n e e d . I n [ 1 0 0 ] s o u n d
i s u s e d t o d i s c r i m i n a t e t h e t y p e s o f g r a v i t a t i o n a l w a v e s . I n t h i s c o n t e x t ,
P a g e 8 5 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 8 . U N C E R T A I N T Y V I S U A L I Z A T I O N
s o n i f i c a t i o n s e r v e s d a t a e x p l o r a t i o n . I t c a n a l s o b e a n a l e r t s y s t e m :
f - H O P s a u g m e n t e d w i t h H D R m e t r i c s o n i f i c a t i o n a l l o w s t o g e t a f a i r l y
m o n o t o n o u s s o u n d f o r r e a l i z a t i o n s t h a t a r e c l o s e t o t h e m e d i a n , w h i l e
o u t l i e r s a r e c l e a r l y s p o t t e d .
8 . 3 U n c e r t a i n t y V i s u a l i z a t i o n o f L a r g e N u m b e r o f
I n p u t V a r i a b l e s
F i g u r e 8 . 4 – K i v i a t p l o t o n t h e H y d r o d y n a m i c s d a t a s e t : 2 - d i m e n s i o n a l
K i v i a t p l a n e r e p r e s e n t s o n e s a m p l e o f t h e d a t a s e t . C o l o u r m a p s t h e
w a t e r l e v e l r e s p o n s e v a r i a b l e v a l u e a t M a r m a n d e ( o n e l o c a t i o n a n d o n e
t i m e ) .
I n t h e p r e v i o u s s e c t i o n , t h e f o c u s w a s m a d e o n v i s u a l i z i n g t h e r e -
s p o n s e v a r i a b l e , n o t t a k i n g i n t o a c c o u n t t h e r e l a t i o n b e t w e e n i n p u t s a n d
o u t p u t s . A s v i s u a l i z i n g t h e i n p u t a l o n e , e s p e c i a l l y i n c a s e o f s m a l l i n p u t
d i m e n s i o n , i s c l a s s i c a l , t h e d u a l r e p r e s e n t a t i o n o f i n p u t a n d o u t p u t d a t a
r e m a i n s c h a l l e n g i n g e s p e c i a l l y f o r l a r g e d i m e n s i o n f u n c t i o n a l o u t p u t s .
T h e r e s p o n s e s u r f a c e p l o t i s a d a p t e d w h e n t h e i n p u t s p a c e i s 2 D o r
3 D . W h e n t h e i n p u t s p a c e d i m e n s i o n s f u r t h e r i n c r e a s e s , o t h e r s o l u t i o n s
s h o u l d b e p r e f e r r e d s u c h a s p a r a l l e l c o o r d i n a t e s p l o t [ 1 0 4 , 1 0 5 ] o r 3 D -
K i v i a t p r o p o s e d b y [ 9 4 ] . I n t h e l i t e r a t u r e , K i v i a t p l o t w e r e u s e d t o m a p
u n c e r t a i n t i e s w i t h d e n s i t y c r i t e r i a [ 2 2 5 ] a n d c o n f i d e n c e i n t e r v a l s a r e
r e p r e s e n t e d o n a 2 D p l o t .
3 D - K i v i a t p l o t i s a d a p t e d t o t h e v i s u a l i z a t i o n o f b o t h i n p u t a n d r e -
s p o n s e v a r i a b l e s p a c e s . E a c h p l a n e o f t h e K i v i a t r e p r e s e n t s a r e a l i z a t i o n
w i t h i n t h e d a t a s e t w i t h a s m a n y d i r e c t i o n s a s t h e i n p u t d i m e n s i o n s a s
s h o w n i n F i g . 8 . 4 f o r t h e h y d r o d y n a m i c s d a t a s e t — s e e A p p e n d i x A . 2 .
T h e i n p u t v a r i a b l e s h e r e c o r r e s p o n d t o t h e f r i c t i o n c o e f f i c i e n t s (Ks1,
Ks2, Ks3) a n d t h e c o n s t a n t i n f l o w Q; t h e o u t p u t v a r i a b l e i s t h e w a t e r
P a g e 8 6 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
8 . 3 . U N C E R T A I N T Y V I S U A L I Z A T I O N O F L A R G E N U M B E R O F I N P U T
V A R I A B L E S
l e v e l a t M a r m a n d e , i t i s c o l o u r - c o d e d o n t o t h e K i v i a t p l a n e . F o r t h e
3 D - K i v i a t , p l a n e s a r e s t a c k e d i n t o a 3 D o b j e c t w i t h r e s p e c t t o t h e r e -
s p o n s e v a r i a b l e ( s c a l a r o r f u n c t i o n a l ) r e l a t e d v a l u e t h a t i s c o l o u r - c o d e d .
I t s h o u l d b e n o t e d t h a t e a c h p l a n e i s f i l l e d w i t h o n l y o n e c o l o u r t o p r e -
s e r v e r e a d a b i l i t y . T h e b e n e f i t o f 3 D - K i v i a t s t a n d s i n t h e c h o i c e o f b o t h
t h e s t a c k i n g a n d t h e c o l o u r i n g s t r a t e g i e s a s s h o w n i n F i g . 8 . 5 f o r t h e
h y d r o d y n a m i c s d a t a s e t . A d d i t i o n a l l y , t h e 3 D - K i v i a t c a n b e a u g m e n t e d
w i t h s o u n d — a s d e s c r i b e d i n S e c t i o n 8 . 2 . 2 .
W h e n r e p r e s e n t i n g f u n c t i o n a l o u t p u t d a t a , d i f f e r e n t s t a c k i n g a n d
c o l o u r i n g s t r a t e g i e s a l l o w t o h i g h l i g h t d i f f e r e n t i n f o r m a t i o n i n t h e d a t a s e t .
F o u r c h o i c e s o f s t a c k i n g a n d c o l o u r i n g a r e i l l u s t r a t e d i n F i g . 8 . 5 ; t h e
s t a c k i n g a n d c o l o u r i n g c h o i c e s a r e i n d i c a t e d i n t h e l e g e n d , t h e y a r e
a c h i e v e d w i t h r e s p e c t t o t h e r e s p o n s e v a r i a b l e a t a g i v e n l o c a t i o n a n d
t i m e , w i t h r e s p e c t t o t h e H D R m e t r i c o r w i t h r e s p e c t t o o n e o f t h e
i n p u t v a r i a b l e s . I n F i g . 8 . 5 ( a ) , s t a c k i n g i s d o n e w i t h r e s p e c t t o t h e
r e s p o n s e v a r i a b l e a t a g i v e n l o c a t i o n a n d t i m e w h i l e t h e c o l o u r i n g i s
d o n e w i t h r e s p e c t t o t h e d i f f e r e n c e t o t h e m e d i a n r e a l i z a t i o n c o m p u t e d
w i t h t h e H D R m e t r i c . T h i s a l l o w s t o g e t a s e n s e o f t h e s p a t i a l P D F
r e p r e s e n t e d i n F i g . 8 . 3 a u g m e n t e d w i t h t h e i n p u t p a r a m e t e r m a p p i n g .
A n o t h e r p o s s i b i l i t y i n F i g . 8 . 5 ( b ) c o n s i s t s i n s t a c k i n g w i t h r e s p e c t t o t h e
H D R m e t r i c a n d c o l o u r i n g w i t h r e s p e c t t o t h e r e s p o n s e v a r i a b l e v a l u e .
I n F i g . 8 . 5 ( c ) , s t a c k i n g i s d o n e w i t h r e s p e c t t o o n e o f t h e i n p u t v a r i a b l e
( i n t h e p r e s e n t c a s e Q) a n d t h e c o l o u r i n g i s d o n e w i t h r e s p e c t t o t h e
H D R m e t r i c s . F i n a l l y , F i g . 8 . 5 ( d ) d i s p l a y s b o t h s t a c k i n g a n d c o l o u r i n g
w i t h r e s p e c t t o t h e r e s p o n s e v a r i a b l e v a l u e .
B y p l a y i n g w i t h t h e s t a c k i n g o r d e r , t h e c o l o r i n g s c h e m e a n d s e l e c t i n g
o n l y a s u b s e t o f p a r a m e t e r s , o n e c a n i n t r o d u c e r e p e t i t i o n t o e n c o d e
t h e s a m e i n f o r m a t i o n . T h i s c a n h e l p t o c o n v e y a p a r t i c u l a r i n f o r m a t i o n
a n d e v e n h e l p p e o p l e w i t h d i s a b i l i t i e s .
F r o m F i g . 8 . 5 ( a , c , d ) , t h e i m p a c t o f Q o n t h e w a t e r l e v e l i s e a s i l y
r e a d a b l e ; w a t e r l e v e l i n c r e a s e s w i t h Q. H i g h w a t e r l e v e l v a l u e s a r e
a l s o o b t a i n e d f o r l o w Ks3 v a l u e s w h i l e o t h e r p a r a m e t e r s s e e m t o h a v e
n o s i g n i f i c a n t i m p a c t o n t h e r e s p o n s e v a r i a b l e . Ks1 a n d Ks2 h a v e
b a r e l y a n y i m p a c t o n t h e r e s p o n s e v a r i a b l e . T h e m a n i p u l a t i o n o f t h e
a n i m a t e d 3 D - K i v i a t i s e v e n m o r e a d a p t e d t o d a t a a n a l y s i s . T h e c o l o u r e d
H D R i n F i g . 8 . 5 ( a , c ) i n d i c a t e s h o w e a c h r e a l i z a t i o n d i f f e r s f r o m t h e
m e d i a n r e a l i z a t i o n . I t a p p e a r s t h a t s t a c k i n g f o r c o l o u r i n g w i t h r e s p e c t
t o r e s p o n s e v a r i a b l e o r H D R s e r v e s d i f f e r e n t p u r p o s e s . O r d e r i n g b y
r e s p o n s e v a r i a b l e a l l o w s t o d i s c r i m i n a t e w h i c h i n p u t l e a d t o s p e c i f i c
r e s p o n s e v a r i a b l e v a l u e w h i l e o r d e r i n g b y H D R i l l u s t r a t e d t h e d i s p e r s i o n
o f t h e d a t a s e t w i t h r e s p e c t t o a r e f e r e n c e r e a l i z a t i o n . S o u n d i n g i s a
s u p p l e m e n t a r y w a y t o e m p h a s i s t h e i n f o r m a t i o n , e s p e c i a l l y f o r l a r g e
d a t a s e t s .
3 D - K i v i a t c o m e s a s a c o m p l e m e n t a r y t o o l t o c l a s s i c a l s e n s i t i v i t y
a n a l y s i s c r i t e r i a s u c h a s S o b o l ’ i n d i c e s [ 2 0 1 ] . W h e n c o m p u t e d o n a
l a r g e d a t a s e t ( 1 0 0 0 0 0 m e m b e r s ) f o r t h e h y d r o d y n a m i c s e x a m p l e a n d
a v e r a g e d o v e r s p a c e , t h e s e i n d i c e s s h o w t h a t m o s t o f t h e v a r i a n c e o f
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( a ) S t a c k i n g : r e s p o n s e v a r i a b l e - C o l o u r -
i n g : H D R
( b ) S t a c k i n g : H D R - C o l o u r i n g : r e s p o n s e
v a r i a b l e
( c ) S t a c k i n g : Q - C o l o u r i n g : H D R ( d ) S t a c k i n g : r e s p o n s e v a r i a b l e -
C o l o u r i n g : r e s p o n s e v a r i a b l e
F i g u r e 8 . 5 – K i v i a t p l o t o n t h e H y d r o d y n a m i c s d a t a s e t : c o m p a r i s o n o f d i f -
f e r e n t s t a c k i n g o r d e r s a n d c o l o u r m a p s t r a t e g i e s . a s a m p l e s s t a c k e d b y
r e s p o n s e v a r i a b l e a n d c o l o u r e d b y H D R . b s a m p l e s s t a c k e d b y H D R a n d
c o l o u r e d b y r e s p o n s e v a r i a b l e . c s a m p l e s s t a c k e d b y Q a n d c o l o u r e d b y
H D R . d s a m p l e s s t a c k e d b y r e s p o n s e v a r i a b l e a n d c o l o u r e d b y r e s p o n s e
v a r i a b l e .
t h e w a t e r l e v e l i s e x p l a i n e d b y Q w i t h SQ = 0.98. A s m a l l p a r t o f t h e
v a r i a n c e i s e x p l a i n e d b y Ks3 a s SKs3 = 0.14 a n d e v e n s m a l l e r b y Ks1
a n d Ks2 w i t h SKs1 = 0.01 a n d SKs2 = 0.07.
W h i l e t h e S o b o l ’ i n d i c e s q u a n t i f y t h e i m p o r t a n c e o f e a c h p a r a m e t e r
o n t h e r e s p o n s e v a r i a b l e ’ s v a r i a n c e , t h e y d o n o t i n d i c a t e t h e n a t u r e
o f t h e s e c o n t r i b u t i o n s . I n d e e d , i t i s s t a t e d t h a t Q h a s a s i g n i f i c a n t
i m p a c t b u t f r o m F i g . 8 . 5 ( a , c , d ) , w e c a n a l s o a d d t h a t t h e c o n t r i b u t i o n i s
m o n o t o n o u s . A d d i t i o n a l l y , t h e w e a k i m p a c t o f Ks1 a n d Ks2 i s c o n f i r m e d
b y t h e l a c k o f a p a t t e r n i n t h e 3 D - K i v i a t a l o n g t h e s e a x e s . F i n a l l y , w h i l e
t h e Ks3 S o b o l ’ i n d e x i s w e a k , t h e 3 D - K i v i a t i n d i c a t e s t h a t s m a l l Ks3
v a l u e s l e a d t o h i g h - w a t e r l e v e l v a l u e s .
I t a p p e a r s t h a t 3 D - K i v i a t p l o t b e c o m e s d i f f i c u l t t o m a n i p u l a t e w h e n
t h e d i m e n s i o n o f t h e i n p u t p a r a m e t e r i n c r e a s e s (> 10) . T o o v e r c o m e
t h i s c a v e a t , I h a v e d e s i g n e d a m e t h o d t o g e n e r a t e a s u r f a c e m e s h o f
P a g e 8 8 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
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t h e K i v i a t p l o t a s s h o w n i n F i g . 8 . 6 . T h i s a l l o w s t h e u s e o f r e g u l a r C A D
v i e w e r s a n d t h u s f a c i l i t a t e s t h e m a n i p u l a t i o n o f t h e 3 D o b j e c t a s w e l l a s
t h e c o m p r e h e n s i o n o f t h e d a t a s t r u c t u r e . T h e c o n s t r u c t i o n i s b a s e d o n
a v e r t e x - v e r t e x r e p r e s e n t a t i o n u s i n g q u a d r i l a t e r a l e l e m e n t s .
T h e a n a l y s i s f r o m 3 D - K i v i a t i s s i m i l a r t o t h a t d r a w n f r o m t h e p a r a l l e l
c o o r d i n a t e s p l o t i n F i g u r e 8 . 7 . T h e l a t t e r c o n s i s t s o f n + 1 p a r a l l e l
a x e s , w i t h n = 4 t h e n u m b e r o f i n p u t p a r a m e t e r s f o r t h e h y d r o d y n a m i c s
d a t a s e t . T h e l a s t a x i s i s d e d i c a t e d t o t h e o u t p u t v a l u e , h e r e w a t e r l e v e l a t
M a r m a n d e . E a c h g r e y l i n e c o r r e s p o n d s t o o n e r e a l i z a t i o n i n t h e d a t a s e t ;
t h e r e d l i n e s a r e d i s c r i m i n a t e d f o r h i g h - w a t e r l e v e l v a l u e s r e s u l t i n g
f r o m h i g h Q a n d s m a l l Ks3, i n d e p e n d e n t l y o f Ks1 a n d Ks2. I t s h o u l d
b e n o t e d t h a t p a r a l l e l c o o r d i n a t e p l o t i s n o t a d a p t e d t o s i m u l t a n e o u s
r e p r e s e n t a t i o n o f r e s p o n s e v a r i a b l e a n d H D R m e t r i c s c o n t r a r y t o 3 D -
K i v i a t . F i n a l l y , t h e l i n e a r r e l a t i o n s h i p b e t w e e n w a t e r l e v e l a n d Q t h a t
w a s c l e a r o n t h e 3 D - K i v i a t i n n o t r e a d a b l e o n t h e p a r a l l e l c o o r d i n a t e
p l o t t h a t i s m o r e a d a p t e d t o c l u s t e r i n g w i t h t h e p o s s i b i l i t y o f a d v a n c e d
s t r a t e g i e s p r o p o s e d b y [ 4 5 , 1 8 6 ] .
T h e s p e c i f i c c a s e o f a 2 D i n p u t s p a c e i s t r e a t e d w i t h a T r e e p l o t
s o l u t i o n w h e r e K i v i a t c o l o u r e d p l a n e s a r e r e p l a c e d b y c o l o u r e d s e g -
m e n t s t h a t a r e s t a c k e d a n d c o l o u r e d r e g a r d i n g t o r e s p o n s e v a r i a b l e
r e l a t e d v a l u e . T h e v e r t i c a l s t a c k i n g a n d c o l o u r i n g a r e a c h i e v e d w i t h
r e s p e c t t o t h e r e s p o n s e v a r i a b l e v a l u e . T h e H D R m e t r i c i s e n c o d e d a s
a n a z i m u t a l c o m p o n e n t : t h e a n g l e i s n u l l i f t h e r e a l i z a t i o n c o r r e s p o n d s
t o t h e m e d i a n a n d t h e a n g l e i n c r e a s e s a s t h e r e a l i z a t i o n d i f f e r s t o t h e
m e d i a n . F i g u r e 8 . 8 d i s p l a y s a t r e e p l o t f o r t h e h y d r o d y n a m i c s d a t a s e t
w h e r e Ks1 a n d Ks2 a r e n o t a c c o u n t e d f o r ( s i n c e t h e y w e r e p r e v i o u s l y
s h o w n t o h a v e b a r e l y a n y i m p a c t o n t h e r e s p o n s e v a r i a b l e ) a n d t h e
r e s p o n s e v a r i a b l e i s t h e w a t e r l e v e l a t M a r m a n d e . H e r e a g a i n , s t a c k i n g ,
c o l o u r i n g , a n g l e a n d e v e n t u a l l y s o u n d i n g s t r a t e g i e s c a n b e a d a p t e d t o
c o n v e y i n f o r m a t i o n o n a d a t a s e t a n d e f f i c i e n t l y e n h a n c e m e a n i n g f u l
i n f o r m a t i o n .
8 . 4 S u m m a r y
T h i s w o r k p r o p o s e s a s y s t e m a t i c w a y t o l o o k a t u n c e r t a i n t i e s w h e n d e a l -
i n g w i t h h i g h - d i m e n s i o n a l e n v i r o n m e n t . A s u n c e r t a i n t y q u a n t i f i c a t i o n
r e l a t e d a n a l y s i s a r e m o v i n g t o w a r d h i g h d i m e n s i o n a l i t y , I b e l i e v e t h a t
t h i s t o o l c o u l d h e l p d a t a a n a l y s i s .
I n t h i s w o r k , a n e w m e t h o d t o v i s u a l i z e i n p u t a n d o u t p u t u n c e r t a i n t i e s
w a s p r e s e n t e d . T h e c o n c e p t o f H y p o t h e t i c a l O u t c o m e s P l o t i s t a k e n
a s t e p f u r t h e r a n d a p p l i e d t o f u n c t i o n a l d a t a ( f - H O P s ) c o n s i d e r i n g t h e
H D R b o x p l o t i n f o r m a t i o n t h a t e s t i m a t e s a d i s t a n c e t o a r e f e r e n c e r e a l i z a -
t i o n ( h e r e t h e m e d i a n ) . H D R m e t r i c s a l l o w t o r e d u c e t h e o u t p u t s p a c e t o
a l i m i t e d n u m b e r o f p r i n c i p a l c o m p o n e n t s a n d c o m p u t e , i n t h i s r e d u c e d
s p a c e , a d i s t a n c e b e t w e e n d a t a s e t r e a l i z a t i o n s t a k i n g i n t o a c c o u n t t e m -
p o r a l o r s p a t i a l d i s c r e t i z a t i o n . T h i s m e t r i c a l l o w s t o d i s c r i m i n a t e t h e
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F i g u r e 8 . 6 – 3 - d i m e n s i o n a l K i v i a t i n p o i n t r e p r e s e n t a t i o n s t a c k i n g w i t h
r e s p e c t t o t h e r e s p o n s e v a r i a b l e a n d c o l o u r i n g w i t h r e s p e c t t o t h e i n p u t
p a r a m e t e r .
r e a l i z a t i o n s s t a t i s t i c a l l y r e g a r d i n g t o t h e r e s p o n s e v a r i a b l e v a l u e a t a
s p e c i f i c l o c a t i o n a n d t i m e . f - H O P s p r o v i d e s a n a n i m a t e d v e r s i o n o f
m e m b e r s w i t h i n a d a t a s e t ; i t c a n b e a u g m e n t e d w i t h d a t a s o n i f i c a t i o n
w h i c h i s e f f i c i e n t f o r o u t l i e r d e t e c t i o n . B o t h i n p u t a n d o u t p u t u n c e r -
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F i g u r e 8 . 7 – P a r a l l e l c o o r d i n a t e s p l o t f o r t h e h y d r o d y n a m i c s d a t a s e t
w i t h 8 0 % o f t h e l o w e s t v a l u e s o f r e s p o n s e v a r i a b l e f i l t e r e d o u t ( i n g r e y )
a n d h i g h v a l u e s i n r e d .
F i g u r e 8 . 8 – T r e e p l o t f o r t h e h y d r o d y n a m i c s d a t a s e t c o n s i d e r i n g t h e
m o s t s i g n i f i c a n t p a r a m e t e r s Ks3 a n d Q. H e r e t h e r e s p o n s e v a r i a b l e
( w a t e r l e v e l a t M a r m a n d e ) i s r e p r e s e n t e d b y s t a c k e d a n d c o l o u r e d
s e g m e n t s a n d H D R m e t r i c i s r e p r e s e n t e d b y t h e a z i m u t a l c o m p o n e n t .
P a g e 9 1 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
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t a i n t i e s a r e f i n a l l y v i s u a l i z e d w i t h a 3 - d i m e n s i o n a l v e r s i o n o f t h e K i v i a t
w h e r e e a c h r e a l i z a t i o n i s r e p r e s e n t e d b y a p l a n e s u r f a c e . R e a l i z a t i o n s
a r e s t a c k e d a l o n g t h e v e r t i c a l a x i s a n d c o l o u r - c o d e d . T h e 3 D - K i v i a t c a n
b e a u g m e n t e d w i t h d a t a s o n i f i c a t i o n . S t a c k i n g , c o l o u r i n g a n d s o u n d i n g
s t r a t e g i e s a r e c h o s e n w i t h r e s p e c t t o t h e r e s p o n s e v a r i a b l e v a l u e o r t h e
H D R m e t r i c t o h i g h l i g h t s o m e i n f o r m a t i o n w i t h i n t h e d a t a s e t .
T h e s e v i s u a l i z a t i o n s o l u t i o n s w e r e a p p l i e d t o t w o f u n c t i o n a l d a t a s e t s :
( i ) E l N i ñ o a n d ( i i ) H y d r o d y n a m i c s . T h e f i r s t o n e i s a c o m m o n l y u s e d
d a t a s e t t h a t o n l y p r o v i d e s t e m p o r a l o u t p u t s , t h e s e c o n d d a t a s e t p r e s e n t s
a n i n p u t - o u t p u t r e l a t i o n w i t h a l a r g e d i m e n s i o n o u t p u t s p a c e a n d a 4 -
d i m e n s i o n a l i n p u t s p a c e . F o r b o t h d a t a s e t s , f - H O P s a n d 3 D - K i v i a t h a v e
p r o v e n t o b e e f f i c i e n t a t r e p r e s e n t i n g t h e n a t u r e o f t h e d a t a s e t a n d
h i g h l i g h t i n g i m p o r t a n t i m p a c t f a c t o r s . M o r e o v e r , v i s u a l i z a t i o n o f t h e
4 - d i m e n s i o n a l i n p u t s p a c e w a s e a s e d b y t h e K i v i a t s o l u t i o n t h a t w a s
c o n v e n i e n t l y a d a p t e d t o C A D o b j e c t s f o r l a r g e r d i m e n s i o n s .
P e r s p e c t i v e f o r t h i s w o r k s t a n d s i n t h e a d a p t a t i o n o f s t a c k i n g , c o l o u r -
i n g a n d s o u n d i n g t o s p e c i f i c p u r p o s e s . F o r i n s t a n c e , f o r e x t r e m e e v e n t s
d e t e c t i o n , t h e H D R m e t r i c s c a n b e c o m p u t e d w i t h r e s p e c t t o t h e m e a n
o r t h e m e d i a n , b u t i t c o u l d a l s o b e c o m p u t e d w i t h r e s p e c t t o h i g h q u a n -
t i l e s . T h e r e f e r e n c e c a n a l s o r e p r e s e n t a d d i t i o n a l i n f o r m a t i o n t o t h e
d a t a s e t . F o r i n s t a n c e , i n t h e c o n t e x t o f d a t a a s s i m i l a t i o n , i t c a n s t a n d
f o r o b s e r v a t i o n d a t a t h a t a r e u s u a l l y d i s t r i b u t e d i n s p a c e a n d t i m e , i n
o r d e r t o c o m p u t e t h e i n n o v a t i o n v e c t o r o r t o a c h i e v e o b s e r v a t i o n q u a l i t y
c o n t r o l s t e p s .
O u r s t r a t e g y f i n a l l y c a n b e a p p l i e d t o o p e r a t i o n a l c o n t e x t w i t h e n s e m -
b l e i n t e g r a t i o n . S t r a i g h t f o r w a r d a p p l i c a t i o n s a r e f o r i n s t a n c e r e a l - t i m e
w e a t h e r a n d f l o o d f o r e c a s t i n g a s w e l l a s s t r u c t u r e f a i l u r e r i s k a s s e s s -
m e n t a n d o u t l i e r s d e t e c t i o n a r e a t s t a k e . I n t h i s c o n t e x t , o u r s t r a t e g y
w o u l d a l s o b e a p p l i e d t o l a r g e r d i m e n s i o n i n p u t a n d o u t p u t s p a c e s . T h e
s t a c k i n g s t r a t e g y a l l o w s t o c r e a t e a 3 D o b j e c t t h a t c a n e a s i l y b e m a -
n i p u l a t e d , e v e n p r i n t e d f o r d e e p a n a l y s i s . S o u n d i n g i s a l s o a n e f f i c i e n t
w a y t o d r a w t h e a t t e n t i o n t o a n o p e r a t o r w h i l e t h e e n s e m b l e f o r e c a s t i s
i s s u e d i n c a s e t h r e s h o l d e x c e e d o c c u r s . F i n a l l y , t h e c o m p l e t e s o l u t i o n
w i t h s t a c k i n g , c o l o u r i n g a n d s o u n d i n g o f f e r s s o c i a l a n d h u m a n p e r s p e c -
t i v e s f o r s t a t i s t i c a l a n a l y s i s o f d a t a s e t s b y p e o p l e w i t h d i s a b i l i t i e s f o r
w h i c h w r i t t e n i n f o r m a t i o n i s n o t h a n d y .
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9 | C o m p a r i s o n o f P C a n d G P s u r -
r o g a t e s f o r U Q o f s p a t i a l l y d i s -
t r i b u t e d o p e n - c h a n n e l s t e a d y
f l o w s
L ’ o b j e c t i f d e c e c h a p i t r e e s t d ’ é v a l u e r l a p e r f o r m a n c e
d e s m o d è l e s d e s u b s t i t u t i o n s P C e t G P i m i t a n t l e c o m p o r -
t e m e n t d e s é c o u l e m e n t s e n c a n a l o u v e r t 1 - D p o u r r é a l i s e r
u n e U Q e t S A . L a q u a n t i t é d ’ i n t é r ê t e s t l e n i v e a u d ’ e a u 1 - D
d i s c r é t i s é l e l o n g d e 5 0 k m d e l a G a r o n n e ( S u d - O u e s t d e l a
F r a n c e ) . D a n s u n p r e m i e r t e m p s , o n s e c o n c e n t r e s u r d e s
é c o u l e m e n t s s t a t i o n n a i r e s t o u t e n r e s t a n t f l u v i a l . L e s p r i n c i -
p a l e s s o u r c e s d ’ i n c e r t i t u d e s o n t l e d é b i t e n a m o n t q u i e s t
c o n s t a n t e n r é g i m e p e r m a n e n t e t l e c o e f f i c i e n t d e f r o t t e -
m e n t q u i e s t u n e f o n c t i o n c o n s t a n t e p a r m o r c e a u x . S o u s c e s
h y p o t h è s e s , c e t r a v a i l p r é s e n t e d e s e n t r é e s s c a l a i r e s e t d e s
s o r t i e s s p a t i a l e m e n t v a r i a b l e s e n r a i s o n d e l ’ h é t é r o g é n é i t é
b a t h y m é t r i q u e d e l a G a r o n n e . U n e é t u d e d e c o n v e r g e n c e
e s t d ’ a b o r d e f f e c t u é e p o u r d é t e r m i n e r l a t a i l l e d e l ’ e n s e m b l e
d ’ a p p r e n t i s s a g e s N q u i e s t n é c e s s a i r e p o u r c o n s t r u i r e u n
s u b s t i t u t v a l i d e e n u t i l i s a n t s o i t d e s P C o u d e s G P . L e s s u b -
s t i t u t s P C e t G P s o n t e n s u i t e c o m p a r é s l o r s q u ’ u n b u d g e t d e
c a l c u l e s t é t a b l i , i . e . p o u r l e m ê m e n o m b r e d e s i m u l a t i o n s
N u t i l i s é s p o u r c o n s t r u i r e c h a q u e s u b s t i t u t s . L a c o m p a r a i -
s o n e s t e f f e c t u é e p a r r a p p o r t a u r e g a r d d e s t r o i s m e s u r e s
s u i v a n t e s : P D F ; i n d i c e s d e S o b o l ’ s p a t i a u x e t m a t r i c e d e
c o r r é l a t i o n .
L e s d e u x s u b s t i t u t s o n t d é m o n t r é l e u r c a p a c i t é à r e m -
p l a c e r c o r r e c t e m e n t l e s i m u l a t e u r p a r u n f a i b l e n o m b r e d e
s i m u l a t i o n s n u m é r i q u e s . D a n s u n c o n t e x t e o p é r a t i o n n e l , l e
r e m p l a c e m e n t d ’ u n s i m u l a t e u r n u m é r i q u e p a r u n m o d è l e d e
s u b s t i t u t i o n e s t i n t é r e s s a n t m ê m e s i l e m o d è l e o r i g i n a l n ’ e s t
p a s c o û t e u x à é v a l u e r . I l p e r m e t d e p r o d u i r e p l u s f r é q u e m -
m e n t e t a v e c p l u s d e p r é c i s i o n d e s p r é d i c t i o n s à l ’ a i d e d e
m a t é r i e l m o i n s c o û t e u x .
L a s t r u c t u r e d u c h a p i t r e e s t l a s u i v a n t e . S e c t i o n 9 . 2 p r é -
s e n t e l e s é q u a t i o n q u i s o n t r é s o l u s a v e c l e c o d e M A S C A R E T
e t l ’ é t u d e d e c a s d e l a G a r o n n e . S e c t i o n 9 . 3 p r é s e n t e l e s
r é s u l t a t s d e l ’ é t u d e c o m p a r a t i v e e n t r e P C e t G P p a r r a p p o r t
à u n e r é f é r e n c e M C . L e s c o n c l u s i o n s e t l e s p e r s p e c t i v e s s o n t
p r é s e n t é e s S e c t i o n 9 . 4 .
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C H A P T E R 9 . C O M P A R I S O N O F P C A N D G P S U R R O G A T E S F O R U Q O F
S P A T I A L L Y D I S T R I B U T E D O P E N - C H A N N E L S T E A D Y F L O W S
9 . 1 I n t r o d u c t i o n
TH E P R E D I C T I V E s k i l l s o f h y d r a u l i c m o d e l s h a v e g r e a t l y i n c r e a s e dw i t h a d v a n c e s i n f r e e s u r f a c e f l o w n u m e r i c a l m o d e l l i n g a n d c o m -
p u t a t i o n a l r e s o u r c e s . R e a l - t i m e f l o o d f o r e c a s t i n g r e l i e s o n t h e u s e o f
s p a r s e i n s i t u o b s e r v a t i o n s a s w e l l a s i m p e r f e c t h y d r o l o g y o r h y d r a u l i c
m o d e l s u s u a l l y s o l v i n g t h e 1 - D S h a l l o w W a t e r E q u a t i o n s ( S W E ) . A s s e s s -
i n g t h e p r e d i c t i v e c a p a b i l i t i e s o f t h e s e h y p e r b o l i c p a r t i a l d i f f e r e n t i a l
e q u a t i o n s r e m a i n s a n i m p o r t a n t c h a l l e n g e a s p u b l i c s a f e t y a n d w a t e r
r e s o u r c e m a n a g e m e n t a r e a t s t a k e [ 2 3 5 ] . S W E s o l v e f o r s p a t i a l l y v a r y -
i n g w a t e r l e v e l a n d r i v e r d i s c h a r g e ( r e f e r r e d t o a s t h e r i v e r s t a t e ) u s i n g
p h y s i c a l p a r a m e t e r s ( e . g . f r i c t i o n c o e f f i c i e n t s , b a t h y m e t r y ) , i n i t i a l c o n d i -
t i o n s a n d b o u n d a r y c o n d i t i o n s d e s c r i b e d a s a h y d r o g r a p h o r w a t e r - l e v e l
t i m e s e r i e s . T h e s e i n p u t d a t a a r e s u b j e c t t o e p i s t e m i c u n c e r t a i n t i e s d u e
t o a n i m p e r f e c t k n o w l e d g e o f t h e r i v e r p r o p e r t i e s a s w e l l a s t o a l e a t o r y
u n c e r t a i n t i e s r e l a t e d t o e n v i r o n m e n t a l a n d m e t e o r o l o g i c a l i n t r i n s i c h a z -
a r d s . B o t h t y p e s o f e r r o r s t r a n s l a t e i n t o u n c e r t a i n t i e s i n t h e s i m u l a t e d
r i v e r s t a t e , t h u s p r e v e n t i n g t h e h y d r a u l i c m o d e l f r o m b e i n g e f f e c t i v e i n
f o r e c a s t m o d e . I n p r a c t i c e , t h e s e u n c e r t a i n t i e s c a n b e r e d u c e d w h e n
c o m p l e m e n t a r y d a t a b e c o m e a v a i l a b l e .
D a t a a s s i m i l a t i o n ( D A ) o f f e r s a c o n v e n i e n t f r a m e w o r k t o r e d u c e
m o d e l u n c e r t a i n t i e s b y c o m b i n i n g o b s e r v a t i o n s w i t h t h e m o d e l s i m -
u l a t i o n t a k i n g i n t o a c c o u n t e r r o r s i n b o t h s o u r c e s o f i n f o r m a t i o n . P r i o r
t o D A , t h e m a i n s o u r c e s o f u n c e r t a i n t i e s s h o u l d b e i d e n t i f i e d a n d i n -
c l u d e d i n t h e c o n t r o l v e c t o r ; t h i s i s a c h i e v e d w i t h a s e n s i t i v i t y a n a l y s i s
( S A ) s t u d y t h a t a l l o w s c l a s s i f y i n g u n c e r t a i n t i e s i n t h e i n p u t s w i t h r e -
s p e c t t o t h e i r i m p a c t o n t h e m o d e l o u t p u t s , f o r i n s t a n c e i n t e r m s o f
v a r i a n c e u s i n g S o b o l ’ i n d i c e s [ 1 0 8 ] . S e v e r a l s t u d i e s i n t h e f r a m e w o r k
o f h y d r a u l i c s d e m o n s t r a t e d t h e m e r i t s o f D A [ 2 5 , 4 7 , 5 4 , 9 3 , 1 6 2 ] t o
p r o v i d e a m o r e a c c u r a t e r i v e r s t a t e . T h i s i s a c h i e v e d b y i n f e r r i n g a n
o p t i m a l s e t o f p a r a m e t e r s ( e . g . r i v e r a n d f l o o d p l a i n f r i c t i o n c o e f f i c i e n t s ,
u p s t r e a m a n d l a t e r a l r i v e r d i s c h a r g e , b a t h y m e t r y ) a n d / o r b y d i r e c t l y
c o r r e c t i n g t h e r i v e r s t a t e .
E n s e m b l e - b a s e d m e t h o d s s u c h a s t h e E n s e m b l e K a l m a n F i l t e r ( E n K F ) [ 6 3 ,
1 6 2 , 6 9 ] a n d t h e P a r t i c l e F i l t e r ( P F ) [ 1 5 6 , 1 7 3 ] a r e p o p u l a r a l g o r i t h m s ;
t h e y a r t i c u l a t e a s a t w o - s t e p p r o c e d u r e d e r i v e d f r o m B a y e s i a n i n f e r -
e n c e : ( 1 ) a f o r e c a s t s t e p t o s a m p l e t h e u n c e r t a i n i n p u t s a n d p r o p a g a t e
t h e u n c e r t a i n t y t h r o u g h t h e m o d e l , t h u s p r o v i d i n g a n e n s e m b l e o f r i v e r
s t a t e s ; a n d ( 2 ) a n a n a l y s i s s t e p t o w e i g h t e a c h m e m b e r o r p a r t i c l e o f t h e
e n s e m b l e b a s e d o n i t s d i s c r e p a n c i e s t o t h e a v a i l a b l e o b s e r v a t i o n s a n d
t o d e r i v e i n t h e c a s e o f p a r a m e t e r e s t i m a t i o n , a c o r r e c t i o n o n t h e i n p u t s
t h a t i s t h e n p r o p a g a t e d t o t h e r i v e r s t a t e s b y m o d e l i n t e g r a t i o n . I n t h e
E n K F a l g o r i t h m , t h e w e i g h t s a r e p r o v i d e d b y t h e s t o c h a s t i c e s t i m a t i o n
o f c o v a r i a n c e m a t r i c e s b e t w e e n e r r o r s i n m o d e l i n p u t s a n d o u t p u t s . I n
c o n t r a s t , i n t h e P F a l g o r i t h m , t h e w e i g h t s c o r r e s p o n d t o l i k e l i h o o d s a s -
s o c i a t e d w i t h t h e p r o b a b i l i t y d e n s i t y f u n c t i o n ( P D F ) o f t h e c o n t r o l v e c t o r
c o n d i t i o n e d u p o n t h e o b s e r v a t i o n s ; P F p r o v i d e s a n a l t e r n a t i v e t o E n K F
P a g e 9 6 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
9 . 1 . I N T R O D U C T I O N
w h e n t h e m o d e l i s s u b j e c t t o s t r o n g n o n - l i n e a r i t y a n d n o n - G a u s s i a n
e r r o r s .
B o t h P F a n d E n K F a l g o r i t h m s u s u a l l y r e l y o n M o n t e C a r l o ( M C ) r a n -
d o m s a m p l i n g t e c h n i q u e s t o c a r r y o u t t h e f o r e c a s t s t e p , i . e . s a m p l e
t h e u n c e r t a i n i n p u t s p a c e a n d o b t a i n t h e s a m p l e o f o u t p u t v a r i a b l e s
t h r o u g h t h e i n t e g r a t i o n o f t h e f o r w a r d m o d e l . P r o v i d e d t h e s e i n p u t a n d
o u t p u t s a m p l e s , t h e y r e l y o n t h e s t o c h a s t i c e s t i m a t i o n o f e r r o r s t a t i s t i c s
s u c h a s P D F f o r P F , c o v a r i a n c e s b e t w e e n s p a t i a l l y d i s t r i b u t e d m o d e l
o u t p u t s o r c o v a r i a n c e s b e t w e e n m o d e l i n p u t s a n d o u t p u t s f o r E n K F .
M C t e c h n i q u e s a r e g e n e r i c , r o b u s t a n d e a s i l y p o r t a b l e o n m a s s i v e l y
p a r a l l e l s u p e r c o m p u t e r s ; y e t t h e y r e m a i n c o m p u t a t i o n a l l y e x p e n s i v e
d u e t o t h e i r s l o w c o n v e r g e n c e r a t e s c a l i n g a s t h e i n v e r s e o f t h e s q u a r e
r o o t o f t h e n u m b e r o f p a r t i c l e s [ 1 3 9 ] . A s s h o w n i n B a r t h é l é m y [ 2 5 ] a n d
B o z z i e t a l . [ 3 6 ] , a l a r g e n u m b e r o f f o r w a r d m o d e l e v a l u a t i o n s s h o u l d
b e c a r r i e d o u t t o c o n v e r g e t h e s t o c h a s t i c e v a l u a t i o n o f e r r o r s t a t i s t i c s
s u c h a s P D F s , S o b o l ’ i n d i c e s a n d c o v a r i a n c e m a t r i c e s . T h i s i s o f t e n n o t
c o m p a t i b l e w i t h o p e r a t i o n a l c o n s t r a i n t s o r h i g h - d i m e n s i o n a l p r o b l e m s .
T o o v e r c o m e t h e i s s u e o f c r u d e M C t e c h n i q u e s , t h e r e i s a n e e d t o
d e v e l o p e f f i c i e n t a n d r o b u s t u n c e r t a i n t y q u a n t i f i c a t i o n ( U Q ) m e t h o d s
i n t h e c o n t e x t o f D A f o r h y d r a u l i c s t o l i m i t ( 1 ) t h e n u m b e r o f s i g n i f i c a n t
s o u r c e s o f u n c e r t a i n t i e s a n d ( 2 ) t h e c o m p u t a t i o n a l c o s t o f q u a n t i f y i n g
u n c e r t a i n t i e s o n t h e r i v e r s t a t e , e . g . m o m e n t s ( m e a n , c o v a r i a n c e ) a n d
P D F , w h i l e p r e s e r v i n g t h e a c c u r a c y o f t h e m a p p i n g M b e t w e e n t h e
u n c e r t a i n i n p u t s x a n d t h e v e c t o r o f M r i v e r w a t e r h e i g h t s h:
x ∈ Rd → h =M(x) ∈ RM . ( 9 . 1 )
T h e k e y i d e a o f n o n - i n t r u s i v e U Q m e t h o d s i s t o b u i l d a c o s t - e f f e c t i v e
s u r r o g a t e t o p e r f o r m U Q a n d S A s t e p s [ 1 0 6 , 1 0 8 , 1 3 1 , 1 3 5 , 2 0 1 , 2 1 9 ]
( s e e S e c t i o n 2 . 3 ) .
T h e o b j e c t i v e i s t o e v a l u a t e t h e p e r f o r m a n c e o f P C a n d G P s u r r o -
g a t e s m i m i c k i n g t h e b e h a v i o u r o f 1 - D o p e n - c h a n n e l f l o w s f o r U Q a n d S A
s t e p s t h a t a r e i m p o r t a n t i n t h e d e s i g n o f E n K F a n d P F a l g o r i t h m s . T h e
q u a n t i t y o f i n t e r e s t i s t h e 1 - D w a t e r l e v e l d i s c r e t i z e d a l o n g 5 0 k m o f t h e
G a r o n n e R i v e r ( S o u t h - W e s t F r a n c e ) . A s a p r e l i m i n a r y s t e p , t h e f o c u s
i s m a d e o n s t e a d y f l o w s a n d t h e f l o w r e m a i n s f l u v i a l . T h e t r e a t m e n t
o f s t r o n g n o n - l i n e a r i t y a n d d i s c o n t i n u i t y i n d u c e b y f l u v i a l / s u p e r c r i t i c a l
t r a n s i t i o n s i s b e y o n d t h e s c o p e o f t h i s s t u d y . T h e m a i n s o u r c e s o f u n -
c e r t a i n t i e s a r e t h e u p s t r e a m d i s c h a r g e t h a t i s c o n s t a n t i n s t e a d y s t a t e
c o n d i t i o n s a n d t h e f r i c t i o n c o e f f i c i e n t t h a t i s a p i e c e w i s e c o n s t a n t f u n c -
t i o n . U n d e r t h e s e h y p o t h e s e s , t h e p r e s e n t w o r k f e a t u r e s s c a l a r i n p u t s
a n d s p a t i a l l y v a r y i n g o u t p u t s d u e t o t h e h e t e r o g e n e o u s b a t h y m e t r y o f
t h e G a r o n n e R i v e r . A c o n v e r g e n c e s t u d y i s f i r s t c a r r i e d o u t t o d e t e r m i n e
t h e s i z e o f t h e t r a i n i n g s e t N t h a t i s r e q u i r e d t o b u i l d a v a l i d s u r r o g a t e
u s i n g e i t h e r P C e x p a n s i o n o r G P m o d e l . G P a n d P C s u r r o g a t e s a r e t h e n
c o m p a r e d w h e n a c o m p u t a t i o n a l b u d g e t i s s e t , i . e . f o r t h e s a m e n u m b e r
o f s n a p s h o t s ( a l s o c a l l e d s i m u l a t i o n s h e r e ) N u s e d t o c o n s t r u c t e a c h
s u r r o g a t e . T h e c o m p a r i s o n i s c a r r i e d o u t w i t h r e s p e c t t o t h e f o l l o w i n g
P a g e 9 7 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 9 . C O M P A R I S O N O F P C A N D G P S U R R O G A T E S F O R U Q O F
S P A T I A L L Y D I S T R I B U T E D O P E N - C H A N N E L S T E A D Y F L O W S
m e t r i c s o n h: P D F t h a t i s o f i n t e r e s t f o r B a y e s i a n i n f e r e n c e a n d P F a l g o -
r i t h m s ; s p a t i a l l y v a r y i n g S o b o l ’ i n d i c e s ( a s s o c i a t e d w i t h t h e c o r r e l a t i o n
b e t w e e n e a c h u n c e r t a i n i n p u t a n d t h e s p a t i a l l y d i s t r i b u t e d o u t p u t ) a n d
c o r r e l a t i o n m a t r i x ( a s s o c i a t e d w i t h t h e s p a t i a l c o r r e l a t i o n o f t h e o u t p u t )
t h a t a r e o f i n t e r e s t f o r v a r i a t i o n a l a n d E n K F a l g o r i t h m s .
T h e s t r u c t u r e o f t h e c h a p t e r i s a s f o l l o w s . S e c t i o n 9 . 2 i n t r o d u c e s t h e
1 - D S W E s o l v e d u s i n g M A S C A R E T a n d t h e G a r o n n e R i v e r c a s e s t u d y .
S e c t i o n 9 . 3 p r e s e n t s t h e r e s u l t s o f t h e c o m p a r a t i v e s t u d y b e t w e e n P C
a n d G P w i t h r e s p e c t t o a M C r e f e r e n c e . C o n c l u s i o n s a n d p e r s p e c t i v e s
f o r t h e s t u d y a r e g i v e n i n S e c t i o n 9 . 4 .
9 . 2 H y d r a u l i c M o d e l l i n g
T h e S W E r e p r e s e n t t h e d y n a m i c s o f o p e n - c h a n n e l f l o w s , t y p i c a l l y i n
r i v e r s w i t h s m a l l b a t h y m e t r y v a r i a t i o n s [ 9 8 ] . T h e y f o r m a h y p e r b o l i c
s y s t e m o f p a r t i a l d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s t h a t c h a r a c t e r i z e s u b c r i t i c a l a n d
s u p e r c r i t i c a l f l o w s s u b j e c t t o h y d r a u l i c j u m p s . H e r e , w e o n l y d e a l w i t h
s u b c r i t i c a l f l o w s , i n t h e p l a i n .
9 . 2 . 1 1 - D S h a l l o w W a t e r E q u a t i o n s ( S W E )
W e c o n s i d e r a 1 - D h y d r a u l i c m o d e l c o m m o n l y u s e d i n h y d r a u l i c e n g i n e e r -
i n g a n d f l o o d f o r e c a s t i n g . T h e m a i n c h a n n e l i s d e s c r i b e d b y a h y d r a u l i c
a x i s c o r r e s p o n d i n g t o t h e m a i n f l o w d i r e c t i o n , i m p l y i n g t h a t t h e r i v e r
c h a n n e l i s r e p r e s e n t e d b y a s e r i e s o f c r o s s - s e c t i o n s ( o r p r o f i l e s ) i d e n t i -
f i e d b y a c u r v i l i n e a r a b s c i s s a a r a n g i n g f r o m ai n u p s t r e a m o f t h e r i v e r t o
ao u t d o w n s t r e a m . 1 - D S W E a r e d e r i v e d f r o m m a s s c o n s e r v a t i o n a n d m o -
m e n t u m c o n s e r v a t i o n . T h e e q u a t i o n s a r e w r i t t e n i n t e r m s o f d i s c h a r g e
( o r f l o w r a t e ) Q ( m 3 s −1) a n d h y d r a u l i c s e c t i o n A ( m 2) t h a t r e l a t e s t o w a t e r
l e v e l ( o r w a t e r h e i g h t ) h ( m ) s u c h t h a t A ≡ A(h). T h e n o n - c o n s e r v a t i v e
f o r m o f t h e 1 - D S W E f o r n o n - s t a t i o n a r y f l o w r e a d s [ 2 2 4 ]






+ g A(h) ∂ah− g A(h) (S0 − Sf ) = 0 ( 9 . 2 )
w i t h g t h e g r a v i t y , S0 t h e c h a n n e l s l o p e a n d Sf t h e f r i c t i o n s l o p e . I n
t h e p r e s e n t s t u d y , t h e S W E a r e c o m b i n e d w i t h t h e M a n n i n g - S t r i c k l e r




, ( 9 . 3 )
w h e r e R(h) = A(h)/P (h) ( m ) i s t h e h y d r a u l i c r a d i u s w r i t t e n a s a f u n c t i o n
o f t h e w e t p e r i m e t e r P (h), a n d w h e r e Ks ( m 1/3 s −1) i s t h e S t r i c k l e r f r i c t i o n
c o e f f i c i e n t . T h e p a i r (h,Q) f o r m s t h e h y d r a u l i c s t a t e v a r y i n g i n t i m e a n d
P a g e 9 8 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
9 . 2 . H Y D R A U L I C M O D E L L I N G
s p a c e . F o r s t e a d y f l o w s i n c a s e o f s m o o t h s o l u t i o n s , E q . ( 9 . 2 ) s i m p l i f i e s
t o : 
∂aQ = 0
∂ah =
(S0 − Sf )
1− Fr2
( 9 . 4 )






. ( 9 . 5 )
T h e s o l u t i o n s f o r E q . ( 9 . 4 ) a r e c a l l e d b a c k w a t e r c u r v e s w h e n t h e
d o w n s t r e a m b o u n d a r y c o n d i t i o n i s p r e s c r i b e d i n a d e t e r m i n i s t i c w a y f o r
s u b c r i t i c a l f l o w . T o s o l v e E q . ( 9 . 4 ) , t h e f o l l o w i n g i n p u t d a t a i s r e q u i r e d :
b a t h y m e t r y , u p s t r e a m o r d o w n s t r e a m b o u n d a r y c o n d i t i o n s , l a t e r a l i n -
f l o w s a n d r o u g h n e s s c o e f f i c i e n t s . I t s h o u l d b e n o t e d t h a t t h e e v o l u t i o n
i n t i m e o f t h e b a t h y m e t r y o r t h e r o u g h n e s s c o e f f i c i e n t s a r e n o t t a k e n
i n t o a c c o u n t i n t h i s s t u d y . T h e i m p e r f e c t d e s c r i p t i o n o f t h i s d a t a t r a n s -
l a t e s i n t o e r r o r s i n t h e s i m u l a t e d h y d r a u l i c s t a t e h. T o u n d e r s t a n d t h e
s t r u c t u r e o f t h e s e e r r o r s , i t i s o f p r i m e i m p o r t a n c e t o d e t e r m i n e w h i c h
i n p u t v a r i a b l e s c o n t r i b u t e , a n d t o w h a t e x t e n t , t o t h e v a r i a b i l i t y i n t h e h y -
d r a u l i c s t a t e a t d i f f e r e n t c u r v i l i n e a r a b s c i s s a s a a l o n g t h e r i v e r c h a n n e l ,
f o r i n s t a n c e v i a a S A s t u d y .
W e u s e t h e M A S C A R E T s o f t w a r e t o s i m u l a t e t h e 1 - D S W E i n E q . ( 9 . 2 )
a n d p r e d i c t (h,Q) a l o n g t h e d i s c r e t i z e d c u r v i l i n e a r a b s c i s s a o f t h e h y -
d r a u l i c n e t w o r k a ∈ [ai n , ao u t ]. T h e S W E a r e s o l v e d h e r e w i t h t h e s t e a d y
k e r n e l o f M A S C A R E T b a s e d o n a f i n i t e d i f f e r e n c e s c h e m e [ 9 1 , 9 0 ] ,
m e a n i n g t h a t (h,Q) o n l y v a r i e s i n s p a c e . M A S C A R E T i s p a r t o f t h e
T E L E M A C - M A S C A R E T o p e n - s o u r c e m o d e l l i n g p a c k a g e d e v e l o p e d a t
E D F ( É l e c t r i c i t é d e F r a n c e R & D ) i n c o l l a b o r a t i o n w i t h C E R E M A ( C e n t r e
d ’ É t u d e e t d ’ e x p e r t i s e s u r l e s R i s q u e s , l ’ E n v i r o n n e m e n t , l a M o b i l i t é e t
l ’ A m é n a g e m e n t ) ; i t i s c o m m o n l y u s e d f o r d a m - b r e a k w a v e s i m u l a t i o n ,
r e s e r v o i r s f l u s h i n g a n d f l o o d i n g .
9 . 2 . 2 G a r o n n e R i v e r C a s e S t u d y
T h e p r e s e n t s t u d y i s c a r r i e d o u t o n a r e a l h y d r a u l i c n e t w o r k o v e r t h e
G a r o n n e R i v e r i n S o u t h - W e s t F r a n c e . T h e G a r o n n e r i v e r f l o w s a l o n g
6 4 7 k m f r o m t h e P y r e n e e s t o t h e A t l a n t i c O c e a n d r a i n i n g a n a r e a o f
55, 000 k m 2 ( c o r r e s p o n d i n g t o t h e f o u r t h - l a r g e s t r i v e r i n F r a n c e ) . T h e
p r e s e n t s t u d y f o c u s e s o n a 5 0 k m r e a c h f r o m T o n n e i n s ( ai n = 13 k m )
t o L a R é o l e ( ao u t = 62 k m ) w i t h o n e o b s e r v i n g s t a t i o n a t M a r m a n d e
( a = 36 k m ) a s p r e s e n t e d i n F i g . 9 . 1 a . T h e m e a n s l o p e o v e r t h e r e a c h
i s S0 = 3.3 m k m −1; t h e m e a n w i d t h o f t h e r i v e r i s W = 250 m ; t h e b a n k -
f u l l d i s c h a r g e i s a p p r o x i m a t e l y Q = 2550 m 3 s −1. D e s p i t e t h e e x i s t e n c e
o f a c t i v e f l o o d p l a i n s , t h i s r e a c h c a n b e a c c u r a t e l y m o d e l l e d b y a 1 - D
h y d r a u l i c m o d e l u s i n g E q . ( 9 . 2 ) [ 3 1 ] .
P a g e 9 9 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 9 . C O M P A R I S O N O F P C A N D G P S U R R O G A T E S F O R U Q O F
S P A T I A L L Y D I S T R I B U T E D O P E N - C H A N N E L S T E A D Y F L O W S
F i g u r e 9 . 1 b p r e s e n t s t h e n o n - u n i f o r m b a t h y m e t r y p r o f i l e a l o n g t h e
5 0 k m r e a c h , i n t e r p o l a t e d f r o m 83 o n - s i t e b a t h y m e t r y c r o s s - s e c t i o n s .
F r i c t i o n f o r t h e r i v e r c h a n n e l a n d i t s f l o o d p l a i n i s p r e s c r i b e d o v e r t h r e e
z o n e s s e p a r a t e d b y d a s h e d l i n e s . T h e S t r i c k l e r c o e f f i c i e n t s Ks1 , Ks2 a n d
Ks3 a r e u s e d t o c h a r a c t e r i z e f r i c t i o n t h r o u g h E q . ( 9 . 3 ) a n d a r e u n i f o r m
p e r z o n e . T h e o b s e r v i n g s t a t i o n a t M a r m a n d e i s l o c a t e d a t t h e b e g i n n i n g
o f t h e t h i r d z o n e a s s o c i a t e d w i t h Ks3 .
( a )
Curvilinear abcissa (km)


















F i g u r e 9 . 1 – G a r o n n e R i v e r c a s e s t u d y ( S o u t h - W e s t F r a n c e ) . ( a ) R e a c h
b e t w e e n T o n n e i n s ( u p s t r e a m , ai n = 13 k m ) a n d L a R é o l e ( d o w n s t r e a m ,
ao u t = 62 k m ) w i t h M a r m a n d e l o c a t e d a t a = 36 k m . ( b ) B a t h y m e t r y
p r o f i l e a l o n g t h e c u r v i l i n e a r a b s c i s s a a ( k m ) b e t w e e n T o n n e i n s a n d L a
R é o l e . T h e S t r i c k l e r f r i c t i o n c o e f f i c i e n t Ks s p a t i a l l y v a r i e s a s a c o n s t a n t
p i e c e w i s e f u n c t i o n ; t h e c h a n g e s i n t h e v a l u e o f Ks a r e i n d i c a t e d b y
v e r t i c a l d a s h e d l i n e s .
T h e u p s t r e a m s t e a d y b o u n d a r y c o n d i t i o n i s p r e s c r i b e d b y Q(ai n ) =
Qi n ; t h e d i s c h a r g e Q i s c o n s t a n t a l o n g t h e r e a c h (Q = Qi n ) . T h e d o w n -
s t r e a m b o u n d a r y c o n d i t i o n i s p r e s c r i b e d w i t h a l o c a l r a t i n g c u r v e RC e s -
t a b l i s h e d a t L a R é o l e t h a t s e t s h(ao u t ) = RC(Qo u t ) = ho u t . T h e h y d r a u l i c
m o d e l h a s b e e n c a l i b r a t e d u s i n g c h a n n e l a n d f l o o d p l a i n r o u g h n e s s
c o e f f i c i e n t s a s f r e e p a r a m e t e r s [ 3 1 ] .
P a g e 1 0 0 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
9 . 2 . H Y D R A U L I C M O D E L L I N G
9 . 2 . 3 S o u r c e s o f U n c e r t a i n t i e s a n d Q u a n t i t y o f I n t e r e s t
U Q a n d D A f o r f l o o d f o r e c a s t i n g a r e e s s e n t i a l t o e n s u r e t h e p r e d i c t i v e
c a p a b i l i t y o f t h e s u r r o g a t e m o d e l a t t h e o b s e r v i n g s t a t i o n s s u c h a s
M a r m a n d e . P r e v i o u s w o r k [ 6 8 ] h a s s h o w n t h a t i n s t e a d y s t a t e c o n d i t i o n s
a n d g i v e n s o m e a s s u m p t i o n s o n t h e s t a t i s t i c s o f t h e i n p u t u n c e r t a i n
v a r i a b l e s , t h e s e n s i t i v i t y o f t h e h y d r a u l i c s t a t e a t M a r m a n d e t o Ks3 i s
p r e d o m i n a n t ; t h e s e n s i t i v i t y a t M a r m a n d e t o Ks1 a n d Ks2 i s n u l l b e c a u s e
o f t h e s t e a d y s t a t e a s s u m p t i o n a n d g i v e n t h e p r e s e n t h y d r a u l i c m o d e l .
H e n c e , t h e m a i n s o u r c e s o f u n c e r t a i n t i e s t a k e n i n t o a c c o u n t h e r e a r e t h e
u p s t r e a m m a s s f l o w r a t e Q a n d t h e S t r i c k l e r c o e f f i c i e n t Ks3 . W e d e n o t e
b y x = (Q,Ks3) t h e r a n d o m v e c t o r o f s i z e d = 2. F r o m e x p e r t k n o w l e d g e ,
Q a n d Ks3 a r e c o n s i d e r e d a s i n d e p e n d e n t r a n d o m v a r i a b l e s — e v e n -
t h o u g h t h i s h y p o t h e s i s i s l i m i t i n g a s Ks m a y d e c r e a s e w h e n Q i n c r e a s e s .
Q ( m 3 s −1) f o l l o w s t h e n o r m a l d i s t r i b u t i o n N (4031, 400): t h e m e a n i s s e t
t o t h e a v e r a g e f l o w i n t h e G a r o n n e R i v e r ; t h e s t a n d a r d d e v i a t i o n ( S T D )




) f o l l o w s t h e
u n i f o r m d i s t r i b u t i o n U(15, 60): t h e r a n g e o f t h e u n i f o r m d i s t r i b u t i o n i s
c h o s e n f o l l o w i n g c a l i b r a t i o n r e s u l t s . T h i s r a n g e f o r t h e v a r i a b l e s Q a n d
Ks3 a l l o w s t e s t i n g h o w t h e s u r r o g a t e s a r e a f f e c t e d b y n o n - l i n e a r i t i e s .
M A S C A R E T p r o v i d e s a s o u t p u t t h e w a t e r h e i g h t o v e r 4 6 3 c r o s s -
s e c t i o n s f o r t h e G a r o n n e c a s e . I n t h i s w o r k , w e f o c u s o n t h e w a t e r h e i g h t
a t M = 14 s t a t i o n s e v e n l y d i s t r i b u t e d a l o n g t h e 5 0 k m r e a c h , a m o n g
w h i c h M a r m a n d e a t a = 36 k m . E v e n t h o u g h t h e s u r r o g a t e m o d e l s
a r e f o r m u l a t e d w i t h r e s p e c t t o t h e p r e d o m i n a n t u n c e r t a i n v a r i a b l e s f o r
w a t e r l e v e l a t M a r m a n d e a n d d o w n s t r e a m , t h e s u r r o g a t e s a r e c o m p u t e d
o v e r t h e e n t i r e n e t w o r k . O n t h i s h y d r a u l i c n e t w o r k , i n - s i t u o b s e r v a t i o n s
a r e o n l y a v a i l a b l e a t M a r m a n d e a n d t h e i m p r o v e m e n t o f t h e w a t e r l e v e l
a t M a r m a n d e a n d d o w n s t r e a m o f M a r m a n d e r e l i e s o n t h e i m p r o v e m e n t
o f Q a n d Ks3 o n l y . Y e t , t h e c o r r e l a t i o n f u n c t i o n b e t w e e n t h e w a t e r - l e v e l
e r r o r a t M a r m a n d e a n d t h e o t h e r l o c a t i o n s i s n e e d e d i n t h e D A a l g o r i t h m .
W e d e n o t e b y h t h e v e c t o r o f M o b s e r v e d w a t e r l e v e l s f o r o n e r e a l i z a t i o n
o f M A S C A R E T .
A d a t a b a s e n o t e d DNr e f a n d c o n t a i n i n g Nr e f = 100,000 M A S C A R E T
s i m u l a t i o n s w a s c o m p i l e d a s a r e f e r e n c e f o r t h e s t u d y . E a c h s i m u l a t i o n
c o r r e s p o n d s t o a d i f f e r e n t p a i r o f i n p u t s (Q,Ks3 ) r e s u l t i n g f r o m a M C
r a n d o m s a m p l i n g f o l l o w i n g Q ∼ N (4031, 400) a n d Ks3 ∼ U(15, 60). I n t h e
p r e s e n t s t u d y , DNr e f i s p a r t l y u s e d t o b u i l d t h e P C a n d G P s u r r o g a t e s v i a
t h e t r a i n i n g s e t DN = (X , Y) ⊂ DNr e f o f s i z e N ; i t i s f u l l y u s e d t o v a l i d a t e
t h e m a p o s t e r i o r i o v e r a l a r g e e n s e m b l e ( S e c t i o n 2 . 3 . 5 ) . A s o u t l i n e d
i n S e c t i o n 2 . 2 . 2 , t h e a n a l y s i s i s h i g h l y d e p e n d a n t o f t h e n a t u r e o f t h e
p r e s c r i b e d P D F s .
P a g e 1 0 1 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 9 . C O M P A R I S O N O F P C A N D G P S U R R O G A T E S F O R U Q O F
S P A T I A L L Y D I S T R I B U T E D O P E N - C H A N N E L S T E A D Y F L O W S
9 . 3 C o m p a r i s o n o f P C a n d p G P S u r r o g a t e s
9 . 3 . 1 R e f e r e n c e M o n t e C a r l o ( M C ) R e s u l t s
W e f i r s t p r e s e n t t h e r e s u l t s o b t a i n e d u s i n g t h e M C r e f e r e n c e s a m p l i n g
(Nr e f = 100, 000 i n DNr e f ) i n t e r m s o f w a t e r l e v e l m e a n , S T D , P D F , c o r r e l a -
t i o n m a t r i x a s w e l l a s S o b o l ’ i n d i c e s a s s o c i a t e d w i t h Q a n d Ks3 . T h e s e
r e s u l t s a r e u s e d a s r e f e r e n c e t o e v a l u a t e t h e a c c u r a c y o f t h e P C a n d
p G P s u r r o g a t e m o d e l s — a s d e f i n e d i n S e c t i o n 2 . 3 a n d w i t h p G P r e f e r r i n g
t o t h e u s e o f a P O D w i t h a G P s u r r o g a t e m o d e l .
F i g u r e 9 . 2 a d i s p l a y s t h e w a t e r l e v e l P D F c o m p u t e d f r o m DNr e f d a t a
s e t i n t e g r a t e d w i t h a M C a p p r o a c h f o r t h e M = 14 s t a t i o n s a l o n g t h e
c u r v i l i n e a r a b s c i s s a a ∈ [ai n , ao u t ]. T h e m e a n w a t e r l e v e l i s r e p r e s e n t e d
w i t h a t h i c k b l a c k l i n e ; t h e i n t e r v a l b e t w e e n t w o S T D i s r e p r e s e n t e d
w i t h d o t t e d l i n e s ; a n d t h e m i n i m u m a n d m a x i m u m w a t e r l e v e l v a l u e s
a r e r e p r e s e n t e d w i t h d a s h e d l i n e s . I n s t e a d y s t a t e , w a t e r l e v e l o f t h e
u p s t r e a m p a r t i s m o s t l y s e n s i t i v e t o Q. T h e d i s p e r s i o n o f t h e e n s e m b l e
i s t h u s m o s t l y d r i v e n b y t h e d i s p e r s i o n o f Q. A t t h e v e r y d o w n s t r e a m
p a r t o f t h e r i v e r ( a = 60 k m ) , t h e d y n a m i c s i s d r i v e n b y t h e d o w n s t r e a m
b o u n d a r y c o n d i t i o n w h e r e t h e w a t e r l e v e l a n d d i s c h a r g e a r e r e l a t e d b y
t h e l o c a l r a t i n g c u r v e RC . T h e w a t e r l e v e l i s a f u n c t i o n o n l y o f d i s c h a r g e
a n d t h e r o u g h n e s s c o e f f i c i e n t h a s n o i n f l u e n c e ; t h u s t h e s p r e a d o f t h e
e n s e m b l e t e n d s t o d e c r e a s e n e a r t h e d o w n s t r e a m b o u n d a r y c o n d i t i o n .
A f t e r M a r m a n d e , t h e f l o w i s d r i v e n b o t h b y Ks3 a n d Q, t h e d i s p e r s i o n
o f t h e e n s e m b l e i s l a r g e r t h a n u p s t r e a m o f M a r m a n d e . A t M a r m a n d e
( a = 36 k m ) , t h e f l o w i s c o m p l e x d u e t o s t r o n g v a r i a t i o n o f t h e l o c a l
b a t h y m e t r y ( F i g . 9 . 1 b ) , t h e e n s e m b l e s p r e a d i s l a r g e r a n d t h e P D F p l o t t e d
i n F i g . 9 . 2 b f e a t u r e s t w o m a i n m o d e s d u e t o t h e c h a n g e i n b a c k w a t e r
c u r v e s s o l u t i o n s f o r s u b c r i t i c a l f l o w .
T h e S o b o l ’ i n d i c e s f o r t h e w a t e r l e v e l SQ a n d SKs3 c o m p u t e d f r o mDNr e f w i t h r e s p e c t t o Q a n d Ks3 a r e p r e s e n t e d i n F i g . 9 . 3 a a l o n g t h e
c u r v i l i n e a r a b s c i s s a a. T h e s e i n d i c e s c o n f i r m t h e p r e v i o u s l y m e n t i o n e d
s p a t i a l s e n s i t i v i t y . T h e w a t e r l e v e l v a r i a n c e i s m o s t l y e x p l a i n e d b y t h e
u p s t r e a m d i s c h a r g e v a r i a b i l i t y f o r a = [0; 30 k m ]— t h e v a r i a b i l i t y o f Ks3
h a s a s m a l l i m p a c t i n t h e u p s t r e a m p a r t o f t h e r i v e r i n s t e a d y s t a t e c o n -
d i t i o n s . I t i s t h e n m o s t l y e x p l a i n e d b y t h e S t r i c k l e r c o e f f i c i e n t v a r i a n c e
f o r a = [30; 60 k m ]. N e a r t h e d o w n s t r e a m b o u n d a r y c o n d i t i o n , t h e w a t e r
l e v e l i s r e l a t e d t o t h e d i s c h a r g e b y t h e l o c a l r a t i n g c u r v e RC , t h e v e r y
l a s t p a r t o f t h e n e t w o r k i s t h u s u n d e r t h e i n f l u e n c e o f t h e d i s c h a r g e .
F i r s t a n d t o t a l o r d e r i n d i c e s a r e a l m o s t e q u a l , m e a n i n g t h a t t h e c o r r e l a -
t i o n b e t w e e n t h e v a r i a b i l i t y i n t h e i n p u t p a r a m e t e r s i s w e a k . O n e s h o u l d
k e e p i n m i n d t h a t t h e s e o b s e r v a t i o n s a r e t h e r e s u l t s o f t h e P D F s a n d
h y d r a u l i c r e g i m e a s s u m p t i o n s t h a t w e r e m a d e .
F i g u r e 9 . 3 b d i s p l a y s t h e w a t e r - l e v e l c o r r e l a t i o n m a t r i x a l o n g t h e 5 0
k m r e a c h t h a t i s e s t i m a t e d f r o m DNr e f . T h e nt h c o l u m n o f t h e m a t r i x
d e s c r i b e s t h e w a t e r - l e v e l e r r o r c o r r e l a t i o n s b e t w e e n o n e g i v e n l o c a t i o n
o n t h e c h a n n e l an a n d t h e r e s t o f t h e c h a n n e l am w i t h am ∈ [ai n , ao u t ]. B y
P a g e 1 0 2 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
9 . 3 . C O M P A R I S O N O F P C A N D P G P S U R R O G A T E S






























( a ) A l o n g t h e 5 0 k m r e a c h .


















( b ) A t M a r m a n d e ( a = 36 k m ) .
F i g u r e 9 . 2 – R e f e r e n c e P D F o f t h e w a t e r e l e v a t i o n o b t a i n e d w i t h t h e
Nr e f = 100, 000 s n a p s h o t s i n DNr e f d e r i v e d f r o m M C r a n d o m s a m p l i n g :
( a ) a t t h e M = 14 s t a t i o n s a l o n g t h e 5 0 k m r i v e r r e a c h ; ( b ) a t M a r m a n d e .
T h e s o l i d l i n e i n d i c a t e s t h e m e a n w a t e r l e v e l w i t h r e s p e c t t o t h e c u r v i -
l i n e a r a b s c i s s a ; t h e d o t t e d l i n e s i n d i c a t e t h e s p r e a d c o r r e s p o n d i n g t o
2 S T D ; t h e d a s h e d l i n e s i n d i c a t e t h e m a x i m u m a n d m i n i m u m w a t e r l e v e l
v a l u e s ; a n d t h e v e r t i c a l d o t t e d l i n e i n d i c a t e s M a r m a n d e ’ s l o c a t i o n .
d e f i n i t i o n , t h e c o r r e l a t i o n i s e q u a l t o 1 o n t h e d i a g o n a l , i t d e c r e a s e s
w h e n t h e d i s t a n c e b e t w e e n an a n d am i n c r e a s e s . W e f i r s t a n a l y s e t h e
c o r r e l a t i o n f u n c t i o n f o r a p o i n t l o c a t e d u p s t r e a m o f t h e r i v e r ( ai = 15 k m )
w h e r e SQ = 0.9 a n d SKs3 = 0.1. W a t e r l e v e l e r r o r s a r e s t r o n g l y c o r r e l a t e d
i n t h e u p s t r e a m p a r t o f t h e r i v e r , w h i c h i s u n d e r t h e i n f l u e n c e o f t h e
u p s t r e a m d i s c h a r g e b o u n d a r y c o n d i t i o n , w h e r e SQ i s l a r g e . E r r o r s b e -
t w e e n a = 15 k m a n d t h e r e s t o f t h e r i v e r t e n d t o d e - c o r r e l a t e w h e n t h e
i n f l u e n c e o f Ks3 i n c r e a s e s ( i . e . w h e r e SKs3 i s l a r g e r ) . W e t h e n a n a l y s e
t h e c o r r e l a t i o n f u n c t i o n f o r M a r m a n d e ( a = 36 k m ) w h e r e SQ = 0.15 a n d
SKs3 = 0.85. T h e c o r r e l a t i o n b e t w e e n w a t e r - l e v e l e r r o r s a t M a r m a n d e
a n d t h e r e s t o f t h e r i v e r i s l a r g e i n t h e v i c i n i t y o f M a r m a n d e , w h e r e t h e
i n f l u e n c e o f Ks3 p r e v a i l s . I t t h e n d e c r e a s e s f o r u p s t r e a m a n d d o w n -
s t r e a m l o c a t i o n s t h a t a r e u n d e r t h e i n f l u e n c e o f t h e u p s t r e a m d i s c h a r g e
a n d t h e d o w n s t r e a m r a t i n g c u r v e RC ( w h e r e SQ i s l a r g e ) , r e s p e c t i v e l y .
9 . 3 . 2 C o n v e r g e n c e A n a l y s i s f o r S u r r o g a t e s
W e n o w u s e t h e m e t r i c s d e f i n e d i n S e c t i o n 2 . 3 . 5 t o e v a l u a t e t h e a c c u -
r a c y o f b o t h P C a n d p G P s u r r o g a t e s w i t h r e s p e c t t o t h e M C s o l u t i o n .
T h e s u r r o g a t e m o d e l s a r e b u i l t u s i n g a t r a i n i n g s e t (X ,Y) o f s i z e N t h a t
i s m u c h s m a l l e r t h a n t h a t o f t h e r e f e r e n c e s a m p l e Nr e f ; t h e y a r e t h e n
v a l i d a t e d w i t h r e s p e c t t o t h e r e f e r e n c e M C r e s u l t s . T h e P C s u r r o g a t e i s
b u i l t u s i n g a G a u s s i a n q u a d r a t u r e r u l e w i t h N = (P + 1)2 p a r t i c l e s i n t h e
t r a i n i n g s e t ( P i s t h e t o t a l p o l y n o m i a l d e g r e e t o b e d e t e r m i n e d ) . T h e
p G P a p p r o a c h i s b u i l t u s i n g a n a p p r o x i m a t e l o w - d i s c r e p a n c y H a l t o n ’ s
s e q u e n c e o f t h e s a m e b u d g e t a s f o r t h e P C a p p r o a c h . T h i s i s a p p r o x i -
P a g e 1 0 3 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 9 . C O M P A R I S O N O F P C A N D G P S U R R O G A T E S F O R U Q O F
S P A T I A L L Y D I S T R I B U T E D O P E N - C H A N N E L S T E A D Y F L O W S















































F i g u r e 9 . 3 – M e a s u r e s o f i m p o r t a n c e u s i n g M C r a n d o m s a m p l i n g . ( a ) R e f -
e r e n c e S o b o l ’ f i r s t o r d e r i n d i c e s a l o n g t h e 5 0 k m r e a c h . D a s h e d - d o t t e d
l i n e c o r r e s p o n d s t o t h e S o b o l ’ i n d e x a s s o c i a t e d w i t h t h e S t r i c k l e r c o e f f i -
c i e n t Ks3 . D o t t e d l i n e c o r r e s p o n d s t o t h a t a s s o c i a t e d w i t h t h e u p s t r e a m
d i s c h a r g e Q. ( b ) R e f e r e n c e s p a t i a l c o r r e l a t i o n m a t r i x Cm c a s s o c i a t e d
w i t h t h e s p a t i a l l y d i s t r i b u t e d w a t e r l e v e l h.
m a t e i n t h e s e n s e t h a t w e c o n s i d e r t h e c l o s e s t v a l u e s t o t h e s t a n d a r d
H a l t o n ’ s s e q u e n c e t h a t a r e p a r t o f t h e d a t a s e t DNr e f . T h e s e n s i t i v i t y t o
t h e v a l u e o f P a n d t h u s t o t h e s i z e o f t h e t r a i n i n g s e t N i s i n v e s t i g a t e d .
B o t h s u r r o g a t e s a r e c o m p u t e d w i t h a f i x e d b u d g e t N o f 4 9 , 1 2 1
a n d 2 5 6 M A S C A R E T e v a l u a t i o n s . F o r P C , t h i s v a l u e o f N c o r r e s p o n d s
r e s p e c t i v e l y t o P = 6, P = 10 a n d P = 15. T h e p G P a n d P C r e s p o n s e
s u r f a c e s a t M a r m a n d e a r e p r e s e n t e d i n F i g . 9 . 4 f o r N = 49 a n d N = 121.
T h e d e s i g n o f e x p e r i m e n t i s r e p r e s e n t e d b y b l a c k d o t s . T h e c o l o u r m a p
i s e v a l u a t e d b y s a m p l i n g e a c h s u r r o g a t e o v e r t h e f u l l d a t a s e t DNr e f m a d e
o f Nr e f = 100, 000 p a r t i c l e s . I t i s f o u n d t h a t t h e w a t e r l e v e l i n c r e a s e s
w i t h i n c r e a s i n g d i s c h a r g e Q a n d d e c r e a s i n g S t r i c k l e r c o e f f i c i e n t Ks3 ,
c o n s i s t e n t l y w i t h M A S C A R E T b e h a v i o u r . D u e t o t h e q u a d r a t u r e r u l e ,
i n c r e a s i n g t h e n u m b e r o f s n a p s h o t s ( f r o m P = 6 i n F i g . 9 . 4 c t o P =
10 i n F i g . 9 . 4 d ) a l l o w s b u i l d i n g a h i g h e r o r d e r P C s u r r o g a t e v a l i d o n
a w i d e r i n p u t r a n g e f o r Q t h a t i s d e s c r i b e d b y a G a u s s i a n P D F . F o r
P = 10, s o m e o f t h e q u a d r a t u r e r o o t s a r e o u t s i d e o f t h e M C s a m p l e
a n d r e q u i r e a d d i t i o n a l M A S C A R E T e v a l u a t i o n s t o b u i l d t h e P C s u r r o g a t e
Mp c . L o o k i n g a t t h e p G P d e s i g n o f e x p e r i m e n t s , t h e i n p u t s p a c e i n t e r v a l
f o r Q h a s b e e n a r b i t r a r i l y f i x e d t o o p t i m a l l y r e p r e s e n t t h e P D F . S i n c e
w e c o n s i d e r a G a u s s i a n d i s t r i b u t i o n , i t s r a n g e h a s b e e n b o u n d e d t o
[3000; 5000 m3 s−1 ]. F o l l o w i n g C h e b y s h e v ’ s t h e o r e m , t h i s l e a d s t o a 9 0 %
c o n f i d e n c e i n t e r v a l .
T h e d i s t r i b u t i o n o f t h e p a r t i c l e s i n t h e d e s i g n o f e x p e r i m e n t s u s e d b y
P C a n d p G P d i f f e r . O n t h e o n e h a n d , t h e d e s i g n o f e x p e r i m e n t s f o r t h e
P C s u r r o g a t e i s c o n s t r a i n e d b y t h e P D F o f t h e u n c e r t a i n i n p u t s . W e u s e
h e r e a q u a d r a t u r e - b a s e d P C s i n c e i t w a s f o u n d t o b e m o r e c o s t - e f f e c t i v e
P a g e 1 0 4 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
9 . 3 . C O M P A R I S O N O F P C A N D P G P S U R R O G A T E S
t h a n r e g r e s s i o n - b a s e d P C f o r a s m a l l d i m e n s i o n a l p r o b l e m ( d = 2) o n t h e
G a r o n n e c a s e [ 6 8 ] . O n t h e o t h e r h a n d , u s i n g t h e a p p r o x i m a t e H a l t o n ’ s
s e q u e n c e i s k n o w n t o b e a c c u r a t e f o r p G P s u r r o g a t e [ 5 1 ] . T h i s i s i n d e e d
u s e f u l t o c o v e r t h e u n c e r t a i n s p a c e w i t h o u t a n y b i a s a n d t o h a v e l o w
d i s c r e p a n c y , m e a n i n g t h a t m o s t o f t h e q u a n t i t y o f i n t e r e s t v a r i a n c e i s
c a p t u r e d a n d t h a t a g o o d Q2 c r i t e r i o n i s a c h i e v e d . T h e c h o i c e o f t h e
d e s i g n o f e x p e r i m e n t s w i l l b e d r i v e n i n f u t u r e w o r k a c c o r d i n g t o t h e
s t u d y o b j e c t i v e s . F o r i n s t a n c e , D A u s u a l l y r e l i e s o n t h e a s s u m p t i o n o f
G a u s s i a n P D F f o r t h e i n p u t p a r a m e t e r s , s o t h e d e s i g n o f e x p e r i m e n t s
c a n u s e t h i s p r i o r i n f o r m a t i o n . F o r r i s k a n a l y s i s , t h r e s h o l d v a l u e s a r e
p a r a m o u n t a n d a d e s i g n o f e x p e r i m e n t a c c o u n t i n g f o r p a r a m e t e r s p a c e


























































































































( d ) P C - 1 2 1 s n a p s h o t s
F i g u r e 9 . 4 – W a t e r l e v e l r e s p o n s e s u r f a c e a t M a r m a n d e c o m p u t e d a t
DNr e f . T o p : p G P u s i n g ( a ) N = 49 s n a p s h o t s a n d ( b ) N = 121 s n a p s h o t s .
B o t t o m : P C u s i n g ( c ) N = 49 s n a p s h o t s a n d ( d ) N = 121 s n a p s h o t s .
B l a c k d o t s r e p r e s e n t t h e d e s i g n o f e x p e r i m e n t s u s e d t o c o n s t r u c t t h e
s u r r o g a t e m o d e l s . T h e c o l o u r m a p c o r r e s p o n d s t o t h e e v a l u a t i o n o f t h e
s u r r o g a t e o v e r t h e f u l l d a t a s e t DNr e f .
0
S c a l i n g o f ( d ) w a s s e t i n o r d e r t o s h o w t h e e n t i r e d e s i g n o f e x p e r i m e n t s . T h i s
a l l o w s t o g r a s p t h e f a c t t h a t t h e p a r a m e t e r s p a c e i s e v a l u a t e d i n r e g i o n s t h a t a r e n o t
P a g e 1 0 5 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 9 . C O M P A R I S O N O F P C A N D G P S U R R O G A T E S F O R U Q O F
S P A T I A L L Y D I S T R I B U T E D O P E N - C H A N N E L S T E A D Y F L O W S
T h e Q2 e r r o r b e t w e e n t h e s u r r o g a t e w a t e r l e v e l a n d t h e f o r w a r d
m o d e l w a t e r l e v e l f o r DNr e f a v e r a g e d o v e r t h e r i v e r i s g i v e n i n T a b l e 9 . 1
f o r d i f f e r e n t s i z e s o f t r a i n i n g s e t N v a r y i n g b e t w e e n 4 9 a n d 2 5 6 . T h e
e r r o r r e m a i n s b e l o w 10−3, e v e n f o r N = 49 s n a p s h o t s ; i t i s o n l y s l i g h t l y
i m p r o v e d w h e n t h e n u m b e r o f s n a p s h o t s N i n c r e a s e s t o 2 5 6 a n d b e y o n d .
T a b l e 9 . 1 – Q2 e r r o r f o r p G P a n d P C s u r r o g a t e s c o m p u t e d w i t h r e s p e c t
t o t h e M C r e f e r e n c e . T h e e r r o r c o r r e s p o n d s t o t h e a v e r a g e o v e r t h e M
s t a t i o n s w i t h i n c r e a s i n g n u m b e r o f s n a p s h o t s N f r o m 4 9 t o 2 5 6 .
N p G P P C
4 9 0 . 9 9 9 6 5 0 . 9 9 9 8 3
1 2 1 0 . 9 9 5 1 4 0 . 9 9 9 9 3
2 5 6 0 . 9 9 1 4 3 0 . 9 9 9 6 2
T h e w a t e r l e v e l P D F e s t i m a t e d w i t h t h e P C a n d t h e p G P s u r r o g a t e
m o d e l s b a s e d o n 49, 121, 256 s n a p s h o t s a r e c o m p a r e d i n F i g . 9 . 5 a t t h e
c u r v i l i n e a r a b s c i s s a a = 15 k m ( n e a r u p s t r e a m b o u n d a r y c o n d i t i o n ) a n d
a = 36 k m ( M a r m a n d e ) . I n t h e u p s t r e a m p a r t o f t h e r i v e r , t h e P D F i s
u n i m o d a l a n d i s w e l l r e p r e s e n t e d w i t h a s m a l l n u m b e r o f s n a p s h o t s
f o r b o t h s u r r o g a t e s . O n t h e c o n t r a r y , a t M a r m a n d e , t h e d y n a m i c s o f
t h e f l o w i s m o r e c o m p l e x a n d t h e P D F i s b i m o d a l . B o t h P C a n d p G P
s u r r o g a t e s a r e a b l e t o r e t r i e v e t h e o v e r a l l s h a p e o f t h e P D F a t a =
15 k m a n d a = 36 k m . T h e s h a p e i s m o r e a c c u r a t e w h e n t h e n u m b e r o f
s n a p s h o t s N i n c r e a s e s . T h i s i s q u a n t i f i e d u s i n g a K o l m o g o r o v - S m i r n o v
s t a t i s t i c a l t e s t , w h i c h m e a s u r e s t h e f i t b e t w e e n t h e w a t e r l e v e l C D F
c o m p u t e d f r o m e a c h s u r r o g a t e m o d e l a n d t h a t c o m p u t e d f r o m t h e
r e f e r e n c e M C . T a b l e 9 . 2 i n d i c a t e s t h a t t h e n u l l h y p o t h e s i s ( E q . ( 2 . 3 4 ) )
i s r e j e c t e d f o r b o t h s u r r o g a t e s c o m p u t e d w i t h 4 9 s n a p s h o t s ( w h e n
D > 6,082 · 10−3) a n d a c c e p t e d w h e n a t l e a s t 1 2 1 s n a p s h o t s a r e u s e d .
F o r N = 49, F i g . 9 . 5 b – d s h o w t h a t t h e l o c a t i o n o f t h e f i r s t m o d e i s
s h i f t e d c o m p a r e d t o M C r e f e r e n c e . I n c r e a s i n g N t o 1 2 1 e n a b l e s t h e
P C a p p r o a c h t o c o r r e c t l y l o c a t e t h i s m o d e , w h i l e i t e n a b l e s t h e p G P
a p p r o a c h t o r e p r e s e n t t h e s e c o n d m o d e w i t h a n a c c u r a t e a m p l i t u d e ,
l e a d i n g t o a n a c c e p t e d n u l l h y p o t h e s i s . E a c h a p p r o a c h p r e s e n t s a
p a r t i c u l a r l i m i t a t i o n : t h e f i r s t m o d e i s n o t w e l l p o s i t i o n e d b y t h e p G P
a p p r o a c h ; t h e s e c o n d m o d e i s n o t c a p t u r e d b y t h e P C a p p r o a c h . A s f o r
t h e t a i l o f t h e P D F , i t i s c o r r e c t l y r e p r e s e n t e d b y t h e P C s u r r o g a t e , w h i l e
t h e p G P s u r r o g a t e s l i g h t l y o s c i l l a t e s a r o u n d t h e s h a p e o f t h e r e f e r e n c e
M C P D F .
T h e R M S E f o r t h e S o b o l ’ i n d i c e s f o r b o t h p G P a n d P C w i t h a f i x e d
c o m p u t a t i o n a l b u d g e t o f N = 121 s i m u l a t i o n s i s o f t h e o r d e r o f 10−2
w h e n c o m p u t e d o v e r t h e 5 0 k m r e a c h . F i g u r e 9 . 6 d i s p l a y s t h e s q u a r e d
e r r o r f o r t h e S o b o l ’ i n d i c e s a l o n g t h e c u r v i l i n e a r a b s c i s s a ; t h e s p a t i a l
e v a l u a t e d b y t h e M C s a m p l i n g .
P a g e 1 0 6 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
9 . 3 . C O M P A R I S O N O F P C A N D P G P S U R R O G A T E S
















( a ) p G P – a = 15 k m















( b ) p G P – a = 36 k m
















( c ) P C – a = 15 k m















( d ) P C – a = 36 k m
F i g u r e 9 . 5 – C o m p a r i s o n o f w a t e r l e v e l P D F o b t a i n e d w i t h p G P ( t o p p a n e l )
a n d P C ( b o t t o m p a n e l ) ( a ) – ( c ) A t a = 15 k m ( n e a r u p s t r e a m b o u n d a r y
c o n d i t i o n ) . ( b ) – ( d ) A t a = 36 k m ( M a r m a n d e ) . T h e c o m p a r i s o n i s c a r r i e d
o u t f o r d i f f e r e n t s i z e s o f t r a i n i n g s e t N ( 4 9 , 1 2 1 , 2 5 6 ) ; t h e M C r e s u l t i s
p r o v i d e d a s r e f e r e n c e i n s o l i d b l a c k l i n e .
p a t t e r n i s s i m i l a r f o r b o t h s u r r o g a t e s a n d t h e s q u a r e d e r r o r f o r e a c h
i n d e x i s l a r g e r w h e r e t h e S o b o l ’ i n d i c e s a r e l a r g e r . T h e R M S E f o r t h e
c o r r e l a t i o n m a t r i x f o r b o t h p G P a n d P C w i t h N = 121 s i m u l a t i o n s a r e
e q u a l t o R M S E p c = 3,67 · 10−4 a n d R M S E g p = 4,59 · 10−3. T h e s p a t i a l
d i s t r i b u t i o n o f t h e s q u a r e d e r r o r i s p l o t t e d i n F i g . 9 . 7 . T h e s e r e s u l t s
c o n f i r m t h e g o o d b e h a v i o u r o f b o t h P C a n d p G P s u r r o g a t e s w i t h r e s p e c t
t o M A S C A R E T . F o r b o t h S o b o l ’ i n d i c e s a n d c o r r e l a t i o n m a t r i c e s , t h e P C
s u r r o g a t e s l i g h t l y o u t p e r f o r m s p G P .
P a g e 1 0 7 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 9 . C O M P A R I S O N O F P C A N D G P S U R R O G A T E S F O R U Q O F
S P A T I A L L Y D I S T R I B U T E D O P E N - C H A N N E L S T E A D Y F L O W S
T a b l e 9 . 2 – T w o - s a m p l e K o l m o g o r o v - S m i r n o v s t a t i s t i c a l t e s t f o r p G P
a n d P C s u r r o g a t e s w i t h r e s p e c t t o t h e M C r e f e r e n c e a t M a r m a n d e w i t h
i n c r e a s i n g n u m b e r s o f s n a p s h o t s N ( 4 9 , 1 2 1 , 2 5 6 ) . T h e n u l l h y p o t h e s i s
i s r e j e c t e d i f D > 6,082 · 10−3.
S u r r o g a t e S n a p s h o t s S t a t i s t i c s D p - v a l u e
4 9 7,95 · 10−3 0 . 0 0 4
p G P 1 2 1 3,97 · 10−3 0 . 4 0 9
2 5 6 3,02 · 10−3 0 . 7 5 1
4 9 7,15 · 10−3 0 . 0 1 2
P C 1 2 1 4,95 · 10−3 0 . 1 7 2
2 5 6 4,93 · 10−3 0 . 1 7 5



















( a ) p G P – 1 2 1 s n a p s h o t s


















( b ) P C – 1 2 1 s n a p s h o t s
F i g u r e 9 . 6 – S q u a r e d e r r o r o f t h e s p a t i a l S o b o l ’ i n d i c e s a l o n g t h e 5 0
k m r e a c h f o r ( a ) p G P a n d ( b ) P C s u r r o g a t e m o d e l s b u i l t u s i n g N = 121
s n a p s h o t s i n t h e t r a i n i n g s e t . D a s h e d l i n e s c o r r e s p o n d t o t h e S o b o l ’
i n d e x a s s o c i a t e d w i t h Ks3 ; s o l i d l i n e s c o r r e s p o n d t o t h a t a s s o c i a t e d w i t h
t h e u p s t r e a m d i s c h a r g e Q.
9 . 4 S u m m a r y
T h e p u r p o s e o f t h i s w o r k w a s t o c o m p a r e t w o p o p u l a r s t r a t e g i e s f o r
b u i l d i n g s u r r o g a t e m o d e l s , P o l y n o m i a l C h a o s ( P C ) a n d P O D - b a s e d
G a u s s i a n P r o c e s s ( p G P ) . B o t h m e t h o d s w e r e a p p l i e d t o a h y d r a u l i c
c a s e c o r r e s p o n d i n g t o a s p a t i a l l y d i s t r i b u t e d o p e n - c h a n n e l s t e a d y f l o w
a l o n g t h e G a r o n n e R i v e r d e p e n d i n g o n t h e u p s t r e a m d i s c h a r g e Q a n d
o n t h e S t r i c k l e r f r i c t i o n c o e f f i c i e n t Ks3 , w i t h t h e l o n g - t e r m o b j e c t i v e t o
d e t e r m i n e w h i c h s u r r o g a t e s t r a t e g y c o u l d b e u s e f u l i n t h e f r a m e w o r k
o f e n s e m b l e - b a s e d d a t a a s s i m i l a t i o n . I t i s i m p o r t a n t t o s h o w h o w s u r r o -
g a t e m o d e l s c o u l d b e u s e d t o e s t i m a t e s o m e s t a t i s t i c a l q u a n t i t i e s i n a
c o s t - e f f e c t i v e w a y . T h i s i s u s e f u l f o r s e n s i t i v i t y a n a l y s i s s t u d i e s t o e v a l -
P a g e 1 0 8 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
9 . 4 . S U M M A R Y
( a ) p G P – 1 2 1 s n a p s h o t s ( b ) P C – 1 2 1 s n a p s h o t s
F i g u r e 9 . 7 – S q u a r e d e r r o r o f t h e c o r r e l a t i o n m a t r i x f o r ( a ) p G P a n d
( b ) P C s u r r o g a t e m o d e l s b u i l t u s i n g N = 121 s n a p s h o t s .
u a t e t h e i m p a c t o f p h y s i c a l p a r a m e t e r s a n d e x t e r n a l f o r c i n g o n t h e r i v e r
s t a t e . T h i s i s a l s o u s e f u l f o r d a t a a s s i m i l a t i o n t o e s t i m a t e t h e c o r r e l a t i o n
m a t r i x a n d P D F r e l a t e d t o t h e s p a t i a l l y d i s t r i b u t e d r i v e r s t a t e f o r t h e
E n s e m b l e K a l m a n F i l t e r ( E n K F ) a n d t h e P a r t i c l e F i l t e r ( P F ) , r e s p e c t i v e l y .
W e c a r r i e d o u t a c o n v e r g e n c e s t u d y b a s e d o n t h e f o l l o w i n g m e t r i c s :
w a t e r l e v e l s t a t i s t i c a l m o m e n t s , c o r r e l a t i o n m a t r i x , P D F a s w e l l a s S o b o l ’
i n d i c e s r e p r e s e n t i n g t h e c o n t r i b u t i o n o f t h e u p s t r e a m d i s c h a r g e a n d t h e
S t r i c k l e r f r i c t i o n c o e f f i c i e n t o n t h e w a t e r - l e v e l v a r i a n c e . T h e a c c u r a c y
o f t h e P C a n d p G P s u r r o g a t e s w e r e m e a s u r e d b y t h e i r a b i l i t y t o r e t r i e v e
t h e r e f e r e n c e m e t r i c s o b t a i n e d w i t h a c o n v e r g e d M o n t e C a r l o ( M C )
r a n d o m s a m p l e ( i n c l u d i n g 100,000 M A S C A R E T s i m u l a t i o n s ) . A n i n - d e p t h
c o m p a r i s o n o f t h e s e m e t r i c s w a s m a d e u s i n g t h e s a m e c o m p u t a t i o n a l
b u d g e t : 1 2 1 M A S C A R E T s n a p s h o t s . T h e s e n s i t i v i t y t o t h e n u m b e r o f
s n a p s h o t s w a s c a r r i e d o u t t o e n s u r e t h a t 1 2 1 s i m u l a t i o n s w e r e e n o u g h
t o m a k e t h i s c o m p a r i s o n v a l u a b l e .
R e s u l t s s h o w e d t h a t b o t h s u r r o g a t e m o d e l s c a n b e u s e d i n p l a c e
o f t h e M A S C A R E T f o r w a r d m o d e l f o r u n c e r t a i n t y p r o p a g a t i o n w i t h o u t
l o s s o f a c c u r a c y . N o n e o f t h e t w o s u r r o g a t e m o d e l s c l e a r l y o u t p e r f o r m s
t h e o t h e r . I n b o t h c a s e s , t h e P C a n d p G P s u r r o g a t e m o d e l s a r e a b l e
t o c o r r e c t l y r e t r i e v e a l l p h y s i c a l i n f o r m a t i o n . T h e P C s t r a t e g y s e e m s
t o b e m o r e p r e c i s e t o c o m p u t e t h e s p a t i a l l y d i s t r i b u t e d c o r r e l a t i o n s
a s w e l l a s t h e S o b o l ’ i n d i c e s , w i t h t h e a d v a n t a g e t h a t t h e s e i n d i c e s
d o n o t n e e d a n y f u r t h e r M A S C A R E T e v a l u a t i o n a s t h e y a r e a n a l y t i c a l l y
c o m p u t e d f r o m t h e P C e x p a n s i o n . S t i l l , t h e m u l t i m o d a l w a t e r l e v e l P D F a t
M a r m a n d e ( w h i c h i s a n i m p o r t a n t o b s e r v a t i o n s t a t i o n a l o n g t h e G a r o n n e
R i v e r i n o p e r a t i o n a l c o n t e x t ) w a s b e t t e r c a p t u r e d b y t h e p G P s t r a t e g y
t h a t r e q u i r e s a n a d d i t i o n a l s a m p l i n g o f t h e s u r r o g a t e . I n d e e d , e v e n
i n c r e a s i n g t h e n u m b e r o f s n a p s h o t s t o 2 5 6 a n d b e y o n d w a s n o t e n o u g h
t o r e t r i e v e t h e s e c o n d m o d e o f t h e P D F u s i n g t h e P C s u r r o g a t e m o d e l ,
w h i l e t h i s w a s a l r e a d y c a p t u r e d w i t h 1 2 1 s n a p s h o t s b y t h e p G P s u r r o g a t e
m o d e l . S t i l l , i t s h o u l d b e m e n t i o n e d t h a t t h e P C m o d e l b e t t e r p o s i t i o n s
P a g e 1 0 9 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 9 . C O M P A R I S O N O F P C A N D G P S U R R O G A T E S F O R U Q O F
S P A T I A L L Y D I S T R I B U T E D O P E N - C H A N N E L S T E A D Y F L O W S
t h e f i r s t m o d e t h a n t h e p G P m o d e l w h e n u s i n g t h e M C a p p r o a c h a s
r e f e r e n c e . L a s t b u t n o t l e a s t , t h e P C s t r a t e g y r e q u i r e s s o m e i n s i g h t
a b o u t t h e u n c e r t a i n i n p u t s o f t h e s y s t e m . W e m a y n o t h a v e a c c e s s t o
t h i s i n f o r m a t i o n i n p r a c t i c e , l e a d i n g p o t e n t i a l l y t o a p o o r r o b u s t n e s s
o f t h e P C s u r r o g a t e . T h e q u a n t i t y o f i n t e r e s t m a y a l s o f e a t u r e n o n -
l i n e a r i t y a n d e x h i b i t e x t r e m a , w h i c h c o u l d b e d i f f i c u l t t o a c c o u n t f o r
u s i n g q u a d r a t u r e p o i n t s t h a t c o u l d m i s s s o m e p h y s i c s . A l t e r n a t i v e ( f o r
i n s t a n c e s p a r s e ) p r o j e c t i o n s t r a t e g i e s c o u l d b e i n v e s t i g a t e d i n t h e f u t u r e
t o o v e r c o m e t h e s e l i m i t a t i o n s .
C o n c l u s i o n s f o r t h e p r e s e n t t e s t c a s e h i g h l i g h t t h e v a l i d i t y o f b o t h
q u a d r a t u r e - b a s e d P C a n d P O D - b a s e d G P s u r r o g a t e s t r a t e g i e s f o r S W E
i n p e r m a n e n t f l o w f o r a s m a l l d i m e n s i o n a l p r o b l e m ( t h e s i z e o f t h e u n -
c e r t a i n s p a c e i s d = 2) . T h e r a n k i n g b e t w e e n P C a n d p G P a p p r o a c h e s
w i l l n e e d t o b e f u r t h e r i n v e s t i g a t e d w h e n m o v i n g t o o p e n - c h a n n e l u n -
s t e a d y f l o w m o d e l l i n g u s e d f o r i n s t a n c e i n t h e c o n t e x t o f o p e r a t i o n a l
f l o o d f o r e c a s t i n g . T h e f i r s t c h a l l e n g e l i e s i n t h e e x t e n s i o n o f t h e P C
a n d p G P s u r r o g a t e s t o l a r g e r u n c e r t a i n d i m e n s i o n d, e s p e c i a l l y t o a d -
d r e s s p a r a m e t e r s t h a t v a r y i n s p a c e o r o v e r t i m e o r b o t h , s u c h a s t h e
b a t h y m e t r y s p a t i a l f i e l d a n d t h e t i m e s e r i e s o f t h e u p s t r e a m d i s c h a r g e .
T h i s m a y r e q u i r e t h e e v a l u a t i o n o f m o r e a d v a n c e d s t r a t e g i e s t o r e d u c e
t h e s i z e o f t h e b a s i s , t h e u n c e r t a i n d i m e n s i o n ( f o r i n s t a n c e t h r o u g h t h e
K a r h u n e n - L o è v e t r a n s f o r m a t i o n ) a n d t h e n u m b e r o f s n a p s h o t s N i n t h e
t r a i n i n g s e t . F o r i n s t a n c e , t h e q u a d r a t u r e m e t h o d u s e d t o b u i l d t h e P C
s u r r o g a t e i s k n o w n t o s u f f e r f r o m t h e c u r s e - o f - d i m e n s i o n a l i t y . T h i s w i l l
h a v e t o b e r e v i s i t e d f o r a l a r g e r s i z e d o f t h e u n c e r t a i n s p a c e . T h e s e c -
o n d c h a l l e n g e l i e s i n t h e v a l i d i t y o f t h e s u r r o g a t e m o d e l o v e r s u c c e s s i v e
d a t a a s s i m i l a t i o n c y c l e s , i m p l y i n g t h a t t h e f l o w i s n o w u n s t e a d y . F i r s t ,
i t i s e x p e c t e d t h a t t h e S A s h o w s t h a t t h e r o u g h n e s s c o e f f i c i e n t s f r o m
u p s t r e a m a n d d o w n s t r e a m l o c a t i o n s h a v e a n i n f l u e n c e o n t h e f l o w a t
a g i v e n l o c a t i o n i n s u b c r i t i c a l f l o w . S e c o n d l y , i t m a y b e n e c e s s a r y t o
a d j u s t t h e c o e f f i c i e n t s o f t h e s u r r o g a t e s t o t r a c k t h e c h a n g e s i n t h e
r i v e r s t a t e b e h a v i o u r o v e r t i m e . T h e c y c l e d d a t a a s s i m i l a t i o n a n a l y s i s
w i l l t h e n a l l o w t o c o r r e c t p h y s i c a l p a r a m e t e r s o v e r t i m e , s u c h a s t h e
r o u g h n e s s c o e f f i c i e n t t h a t m a y v a r y s e a s o n a l l y o r b e t w e e n f l o o d e v e n t s .
T h e u n c e r t a i n t y q u a n t i f i c a t i o n a n d d a t a a s s i m i l a t i o n s t r a t e g i e s c o u l d
a l s o b e e x t e n d e d t o t h e b a t h y m e t r y a n d t h u s a l l o w f o r a t i m e - v a r y i n g
c o r r e c t i o n o f t h e r i v e r g e o m e t r y t h a t i s u s u a l l y f i x e d i n a h y d r a u l i c m o d e l .
S u c h s o l u t i o n w o u l d m i m i c t h e e v o l u t i o n o f t h e r i v e r b e d a n d f l o o d p l a i n
a t a m u c h l o w e r c o m p u t a t i o n a l c o s t t h a n w h e n u s i n g a h y d r o - s e d i m e n t
c o u p l e d m o d e l .
T h o s e a r e c r u c i a l s t e p s f o r t h e c o m p l e m e n t a r y u s e o f s u r r o g a t e
m o d e l s w i t h i n d a t a a s s i m i l a t i o n a l g o r i t h m s .
P a g e 1 1 0 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
1 0 | T h e A e r o t h e r m a l F l o w a r o u n d
t h e L S 8 9 B l a d e C a s c a d e
1 0 . 1 I n t r o d u c t i o n
L e n o m b r e d e s i m u l a t i o n s C F D n é c e s s a i r e s à l a f o r m u l a -
t i o n d u m o d è l e d e s u b s t i t u t i o n e s t d é f i n i p a r l a c o m p l e x i t é d e
l a p h y s i q u e e t l e n o m b r e d e p a r a m è t r e s d ’ e n t r é e à p r e n d r e e n
c o m p t e . L a p r é s e n t e é t u d e v i s e à a m é l i o r e r s a c o n s t r u c t i o n
e n u t i l i s a n t l e s d e u x n o u v e l l e s s t r a t é g i e s d e r é é c h a n t i l l o n -
n a g e d e l ’ e s p a c e d e p a r a m è t r e s p r é s e n t é e s C h a p t e r 7 .
U n e a p p l i c a t i o n i n d u s t r i e l l e e s t v i s é e : l ’ a n a l y s e a é r o t h e r -
m i q u e a u t o u r d e l a p a l e L S 8 9 . U n e é t u d e d e q u a n t i f i c a t i o n d e
l ’ i n c e r t i t u d e a d é j à é t é r é a l i s é e à l ’ a i d e d e s i m u l a t i o n s R A N S
( R e y n o l d s A v e r a g e d N a v i e r - S t o k e s ) [ 8 9 , 7 0 ] m a i s l a p r e m i è r e
a n a l y s e U Q u t i l i s a n t l a S i m u l a t i o n a u x G r a n d e s É c h e l l e s ( S G E )
d e c e t t e c o n f i g u r a t i o n e s t i c i p r é s e n t é e . L e s S G E s o n t d e s
s i m u l a t i o n s i n s t a t i o n n a i r e s 3 D h a u t e f i d é l i t é ( v o i r A p p e n d i x C
p o u r p l u s d e d é t a i l s ) . C e t t e a p p r o c h e e n t r a î n e u n c o û t C P U
é l e v é q u i n é c e s s i t e l ’ u t i l i s a t i o n d e r e s s o u r c e s H P C ( H i g h P e r -
f o r m a n c e C o m p u t i n g ) . L e c o d e A V B P a é t é u t i l i s é .
L a d i f f i c u l t é d e p r é d i r e c o r r e c t e m e n t l e s c a r a c t é r i s t i q u e s
d ’ é c o u l e m e n t s , m ê m e p o u r u n e t e l l e s i m u l a t i o n h a u t e f i d é -
l i t é , e s t r é v é l a t r i c e d e l ’ i n c e r t i t u d e d e s c o n d i t i o n s a u x l i m i t e s .
L ’ i n t e n s i t é d e l a t u r b u l e n c e e t l ’ a n g l e d ’ a t t a q u e s o n t c o n n u s
p o u r a f f e c t e r l e f l u x a é r o t h e r m i q u e . C e t t e q u a n t i t é e s t d ’ u n
g r a n d i n t é r ê t p o u r l e s p a r t e n a i r e s i n d u s t r i e l s a f i n d e d é t e r -
m i n e r l e c y c l e d e v i e d e s c o m p o s a n t s d e l a t u r b i n e . L ’ é t u d e
a p e r m i s d e t r o u v e r u n e s e n s i b i l i t é s p a t i a l e d u f l u i d e a u x
p a r a m è t r e s d ’ e n t r é e .
L e c h a p i t r e e s t r é d i g é c o m m e s u i t : S e c t i o n 1 0 . 2 p r é s e n t e
l e m o n t a g e e x p é r i m e n t a l t a n d i s q u e S e c t i o n 1 0 . 3 p r é s e n t e l a
c o n f i g u r a t i o n d e l a s i m u l a t i o n n u m é r i q u e . E n f i n , S e c t i o n 1 0 . 4
p r é s e n t e l e s r é s u l t a t s d e l ’ a n a l y s e U Q .
TH E N U M B E R o f C F D s i m u l a t i o n s t h a t i s r e q u i r e d f o r t h e f o r m u l a t i o no f t h e s u r r o g a t e m o d e l i s d e f i n e d b y t h e c o m p l e x i t y o f t h e p h y s i c s
a n d t h e n u m b e r o f i n p u t p a r a m e t e r s t o t a k e i n t o a c c o u n t . T h e p r e s e n t
s t u d y a i m s a t i m p r o v i n g i t s c o n s t r u c t i o n b y u s i n g t h e t w o n e w s t r a t e -
g i e s f o r r e s a m p l i n g t h e p a r a m e t e r s p a c e p r e s e n t e d i n C h a p t e r 7 . A n
i n d u s t r i a l a p p l i c a t i o n i s t a r g e t e d : t h e a e r o t h e r m a l a n a l y s i s a r o u n d t h e
L S 8 9 v a n e [ 2 4 ] . A n U n c e r t a i n t y Q u a n t i f i c a t i o n s t u d y h a s a l r e a d y b e e n
p e r f o r m e d u s i n g R e y n o l d s A v e r a g e d N a v i e r - S t o k e s ( R A N S ) [ 8 9 , 7 0 ] b u t
1 1 1
C H A P T E R 1 0 . T H E A E R O T H E R M A L F L O W A R O U N D T H E L S 8 9 B L A D E
C A S C A D E
i t s f i r s t U Q a n a l y s i s u s i n g L a r g e E d d y S i m u l a t i o n ( L E S ) i s p r e s e n t e d . L E S
a r e h i g h - f i d e l i t y f u l l 3 D u n s t e a d y s i m u l a t i o n s ( s e e A p p e n d i x C f o r m o r e
d e t a i l s ) . T h i s a p p r o a c h c o m e s a t a h i g h C P U c o s t w h i c h r e q u i r e s t h e
u s e o f H i g h P e r f o r m a n c e C o m p u t i n g ( H P C ) r e s o u r c e s .
T h e c h a p t e r i s t a i l o r e d a s f o l l o w s ; S e c t i o n 1 0 . 2 p r e s e n t s t h e e x -
p e r i m e n t a l s e t u p w h i l e S e c t i o n 1 0 . 3 p r e s e n t s i t s n u m e r i c a l s i m u l a t i o n
c o n f i g u r a t i o n . F i n a l l y , S e c t i o n 1 0 . 4 p r e s e n t s t h e r e s u l t s o f t h e U Q .
1 0 . 2 C a s e D e s c r i p t i o n
T h e L S 8 9 c a s e i s a b l a d e c a s c a d e d e s i g n e d a n d t e s t e d e x p e r i m e n t a l l y
a t t h e V o n K a r m a n I n s t i t u t e f o r F l u i d D y n a m i c s ( V K I ) [ 2 4 ] . T h e l i n e a r
c a s c a d e c o n s i s t s o f f i v e h i g h - p r e s s u r e t u r b i n e v a n e s a l t h o u g h o n l y t h e
c e n t r e v a n e i s s t u d i e d — s e e F i g . 1 0 . 1 . T h e v a n e i s a 2 D e x t r u d e d p r o f i l e
u n l i k e m o s t i n d u s t r i a l v a n e s t h a t a r e m u c h m o r e c o m p l e x g e o m e t r i c a l l y .
I t , h o w e v e r , r e m a i n s o f g r e a t i n t e r e s t b e c a u s e t h e o p e r a t i n g p o i n t s a r e
r e p r e s e n t a t i v e o f v a l u e s f o u n d i n r e a l e n g i n e s t o d a y . T h i s t e s t c a s e
r e p r e s e n t s o n e o f t h e l a r g e s t t u r b o m a c h i n e r y d a t a b a s e s a v a i l a b l e f o r
t h e v a l i d a t i o n o f C F D m o d e l s i n c o m p l e x g e o m e t r i e s .
( a ) V K I i n s t a l l a t i o n ( b ) B l a d e p r o f i l e
c ( m m ) 6 7 , 6 4 7
g/c 0 , 8 5 0
γ ( d e g r . ) 5 5 , 0
o/c 0 , 2 2 0 7
rLE/c 0 , 0 6 1
rTE/c 0 , 0 1 0 5
( c ) G e o m e t r i c a l C h a r a c -
t e r i s t i c s
F i g u r e 1 0 . 1 – L S 8 9 b l a d e c a s c a d e e x p e r i m e n t a l s e t u p f r o m t h e V K I .
S o u r c e [ 2 4 ]
P a g e 1 1 2 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
1 0 . 2 . C A S E D E S C R I P T I O N
A l a r g e v a r i e t y o f o p e r a t i n g p o i n t s h a v e b e e n s u c c e s s f u l l y s i m u l a t e d
u n t i l n o w . L o w l e v e l s o f t u r b u l e n c e i n j e c t i o n (< 1% ) d o n o t r e p r e s e n t a n
i s s u e f o r m o s t s o l v e r s [ 8 9 , 7 0 ] u s i n g e i t h e r R e y n o l d s - A v e r a g e d N a v i e r
S t o k e s ( R A N S ) o r L a r g e E d d y S i m u l a t i o n ( L E S ) . H i g h e r l e v e l s o f t u r b u -
l e n c e h a v e a l s o b e e n s t u d i e d s u c c e s s f u l l y [ 2 3 6 ] b u t d i f f i c u l t i e s a r i s e f o r
h i g h e r R e y n o l d s n u m b e r s a n d l a r g e r o u t l e t M a c h n u m b e r s . S i m u l a t i o n s
a r e n o t a b l e t o c o r r e c t l y p r e d i c t e x p e r i m e n t a l l y o b t a i n e d p r o f i l e s , n o -
t a b l y t h e h e a t t r a n s f e r f i e l d w h i c h i s o f g r e a t i m p o r t a n c e f o r t h e b l a d e
l i f e - c y c l e .
T h e o p e r a t i n g p o i n t a d d r e s s e d i n t h i s d o c u m e n t , s e l e c t e d f r o m
A r t s [ 2 4 ] , i s t h e M U R 2 3 5 , a v e r y r i c h c a s e i n t e r m s o f p h y s i c s t h a t
p r e s e n t s t h e a b o v e - m e n t i o n e d c h a l l e n g e s ( h i g h R e y n o l d s a n d o u t l e t
M a c h n u m b e r s ) — s e e T a b l e 1 0 . 1 a n d T a b l e 1 0 . 2 . F i g u r e 1 0 . 2 h i g h l i g h t s
t h e m a i n p h y s i c a l i n t e r a c t i o n s i n s u c h a f l o w . O n e o f t h e m o s t n o t a b l e
f e a t u r e s i s t h e p r e s e n c e o f a s h o c k w a v e o n t h e s u c t i o n s i d e o f t h e b l a d e .
T h i s s h o c k w a v e i n t e r a c t s w i t h a t r a n s i t i o n a l b o u n d a r y l a y e r d u e t o t h e
h i g h l y c u r v e d f l o w , a p o t e n t i a l s o u r c e o f i n s t a b i l i t i e s i n t h e b o u n d a r y
l a y e r w h i c h i n t u r n d e t e r m i n e s t h e w a k e d o w n s t r e a m . T h i s w a k e i s s u e s
a c o u s t i c w a v e s t h a t i m p a c t t h e n e i g h b o u r b l a d e a f f e c t i n g t h e s t a b i l i t y o f
t h e b o u n d a r y l a y e r . A l s o , t h e r e i s a h i g h l e v e l o f f r e e - s t r e a m t u r b u l e n c e
t h a t u n d e r g o e s s t r e t c h i n g a r o u n d t h e l e a d i n g e d g e o f t h e b l a d e w h i c h
m o d i f i e s t h e p o s i t i o n o f t h e b o u n d a r y l a y e r t r a n s i t i o n o n t h e s u c t i o n
s i d e [ 2 0 9 ] .
T o t a l t e m p e r a t u r e ( K ) 4 1 3 , 3 0
T o t a l i n l e t p r e s s u r e ( b a r ) 1 , 8 2 8
S t a t i c i n l e t p r e s s u r e ( b a r ) 1 , 8 0 0
S t a t i c o u t l e t p r e s s u r e ( b a r ) 1 , 0 4 9
W a l l t e m p e r a t u r e ( K ) 3 0 1 , 1 5
F r e e s t r e a m t u r b u l e n c e ( % ) 6 , 0
I n c i d e n c e a n g l e ( d e g r . ) 0 , 0
T a b l e 1 0 . 1 – M e a s u r e d p a r a m e t e r s f o r t h e M U R 2 3 5 c a s e .
I n t h e o r i g i n a l e x p e r i m e n t s [ 2 4 ] , a n i n c r e a s e i n h e a t t r a n s f e r i s o b -
s e r v e d o n t h e s u c t i o n s i d e o f t h e b l a d e w h e n a h i g h t u r b u l e n c e i n t e n s i t y
l e v e l a t t h e i n l e t (∼ 6% ) a s w e l l a s a l a r g e R e y n o l d s n u m b e r a t t h e o u t l e t
(> 1 · 106) a r e p r e s e n t . T h e s i m u l a t i o n s r e c o v e r t h e s h o c k w a v e t h a t
t r i g g e r s a n a b r u p t t r a n s i t i o n o f t h e b o u n d a r y l a y e r , b u t t u r b u l e n t s p o t s
m a y b e f o u n d u p s t r e a m o f t h i s p o s i t i o n t h a t c a n c o n t r i b u t e t o t h e o v e r a l l
h e a t t r a n s f e r . T h e s e s p o t s c a n b e e x p l a i n e d d u e t o p e r t u r b a t i o n s i n
t h e f r e e - s t r e a m t u r b u l e n c e Tu t h a t a r e c a p a b l e o f t r e s p a s s i n g t h e s h e l -
t e r i n g e f f e c t o f t h e s h e a r l a y e r a n d t h e r e b y i n c r e a s e t h e h e a t t r a n s f e r .
T u r b u l e n c e v a l u e s u p s t r e a m o f t h e b l a d e a r e t h u s o f u p m o s t i m p o r t a n c e .
T h e o r i g i n a l e x p e r i m e n t s g i v e o n l y t h e t u r b u l e n c e i n t e n s i t y l e v e l a t a n
u p s t r e a m d i s t a n c e f r o m t h e v a n e , w h i c h i s i n s u f f i c i e n t t o c h a r a c t e r i z e
t h e t u r b u l e n t f l o w a t t h i s l o c a t i o n . R e c e n t s t u d i e s o n t h e s a m e t e s t
b e n c h h a v e m e a s u r e d t h e i n t e g r a l l e n g t h s c a l e f o r t h e s a m e i n t e n s i t y
P a g e 1 1 3 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 1 0 . T H E A E R O T H E R M A L F L O W A R O U N D T H E L S 8 9 B L A D E
C A S C A D E
I n l e t O u t l e t
T o t a l t e m p e r a t u r e ( K ) 4 1 3 , 3
T o t a l p r e s s u r e ( b a r ) 1 , 8 2 8
M a c h n u m b e r 0 , 1 5 0 0 , 9 2 7
R e y n o l d s n u m b e r 2 , 6 4 7 1 · 1 0
5
1 , 1 5 2 1 · 1 0
6
T e m p e r a t u r e ( K ) 4 1 1 , 4 5 3 5 2 , 6 9
P r e s s u r e ( b a r ) 1 , 8 0 0 1 , 0 4 9
D e n s i t y ( kg/m3) 1 , 5 2 4 1 , 0 3 6
V e l o c i t y ( m/s) 6 1 , 0 0 3 4 9 , 0 2
D y n a m i c v i s c o s i t y ( kg/ms) 2 , 3 3 7 5 0 · 1 0 −5 2 , 1 2 4 0 · 1 0 −5
K i n e m a t i c v i s c o s i t y ( m2/s) 1 , 5 5 8 9 · 1 0 −5 2 , 0 4 9 4 · 1 0 −5
T a b l e 1 0 . 2 – F r e e s t r e a m c o n d i t i o n s f o r t h e M U R 2 3 5 c a s e .
F i g u r e 1 0 . 2 –
∇ρ
ρ
(m−1) w i t h Tu = 30%.
l e v e l [ 7 4 ] . I n s p i t e o f t h i s n e w l y a v a i l a b l e i n f o r m a t i o n , s i m u l a t i o n s a r e n o t
c a p a b l e o f r e c o v e r i n g a n i m p o r t a n t p a r t o f t h e h e a t f l u x o n t h e s u c t i o n
s i d e e v e n w h e n t a k i n g t h e c o r r e c t l e n g t h s c a l e [ 1 7 8 ] . U n c e r t a i n t i e s c o n -
c e r n i n g t h e m e a s u r e d v a l u e s i n t h e e x p e r i m e n t s , t h a t s e r v e a s b o u n d a r y
c o n d i t i o n s i n t h e s i m u l a t i o n , a p p e a r a s a p a t h t o b e e x p l o r e d .
A p a r t f r o m t h e t u r b u l e n c e i n t e n s i t y a n d t h e l e n g t h s c a l e , t h e a n g l e
o f a t t a c k α o f t h e i n c o m i n g f l o w c a n a l s o b e s e e n a s a n u n c e r t a i n
p a r a m e t e r . T h e r e i s n o i n f o r m a t i o n r e l a t e d t o t h i s p a r a m e t e r i n t h e
e x p e r i m e n t a l c a m p a i g n s . I n F i g . 1 0 . 3 , t h e e f f e c t o f α w a s n u m e r i c a l l y
i n v e s t i g a t e d w i t h r e s p e c t t o Tu b y s t u d y i n g t h e h e a t t r a n s f e r c o e f f i c i e n t
r e s p o n s e — h e r e a f t e r d e f i n e d a s t h e Q o I . D u e t o t h e c o m p u t a t i o n a l e f f o r t
r e q u i r e d t o m o d i f y a n d s i m u l a t e a c a s e c o r r e c t l y w i t h a m o d i f i e d i n t e g r a l
P a g e 1 1 4 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
1 0 . 3 . N U M E R I C A L S E T U P
l e n g t h s c a l e v e r s u s a m o d i f i c a t i o n o f α, t h i s p a r a m e t e r w a s n o t t a k e n
i n t o a c c o u n t . I n c r e a s i n g Tu o r α c a u s e s a n i n c r e a s e o f t h e Q o I a n d Tu
s e e m s t o h a v e a l a r g e r i m p a c t t h a n α. A d e e p e r a n a l y s i s w o u l d r e q u i r e
m o r e c o m p u t a t i o n s t o o b t a i n : ( i ) a c o r r e c t r e s p o n s e o f t h e i n f l u e n c e o f
t h e s e p a r a m e t e r s o n t h e Q o I ; ( i i ) t h e c o n t r i b u t i o n o f e a c h p a r a m e t e r ;
a n d ( i i i ) t h e p r o b a b i l i t y d e n s i t y f u n c t i o n o f t h e Q o I b y p r o p a g a t i n g t h e
u n c e r t a i n t i e s . T h u s , t h e p a r a m e t e r s p a c e f o r t h i s s t u d y w a s d e f i n e d a s
Tu ∈ [0, 30%] α ∈ [−5, 5◦]. ( 1 0 . 1 )























Pressure side Suction side
AVBP 20M 0% 2°
AVBP 20M 0% +2°
AVBP 20M 30% 2°
AVBP 20M 30% +2°
MUR 129
MUR 235
F i g u r e 1 0 . 3 – H e a t t r a n s f e r c o e f f i c i e n t v a r i a t i o n c o m p a r e d t o e x p e r i m e n -
t a l d a t a o f M U R 1 2 9 ( Tu = 1%, α = 0◦) a n d M U R 2 3 5 ( Tu = 6%, α = 0◦) .
1 0 . 3 N u m e r i c a l S e t u p
T h e s i m u l a t i o n s h a v e b e e n p e r f o r m e d u s i n g A V B P [ 8 6 ] , a v a l i d a t e d C F D
L E S s o l v e r c o - d e v e l o p e d b y C E R F A C S a n d I F P - E N . T h i s p a r a l l e l c o d e
s o l v e s t h e t h r e e - d i m e n s i o n a l c o m p r e s s i b l e N a v i e r - S t o k e s e q u a t i o n s f o r
b o t h s t e a d y a n d u n s t e a d y r e a c t i n g f l o w s . T h e c o d e i s c a p a b l e o f h a n -
d l i n g h y b r i d u n s t r u c t u r e d m e s h e s a n d a l l o w s a d d r e s s i n g c o m p l e x g e -
o m e t r i e s . H i g h - o r d e r n u m e r i c a l s c h e m e s b a s e d o n t h e T a y l o r - G a l e r k i n
( T T G ) f a m i l y a r e u s e d [ 1 8 5 ] .
T h e s i m u l a t i o n s w e r e p e r f o r m e d o n a 2 0 m i l l i o n c e l l s m e s h . F i v e
l a y e r s o f p r i s m s i n t h e n e a r - w a l l r e g i o n a r e p r e s e n t a l l o w i n g a h i g h e r a s -
p e c t r a t i o — s e e F i g . 1 0 . 4 . T h e m e a n y+ h a s a v a l u e o f ' 6.62 w h i c h l i m i t s
t h e p h y s i c a l t i m e s t e p t o 1,94 · 10−8 s. I n t h i s c o n t e x t , a w a l l - r e s o l v e d
c o m p u t a t i o n u s i n g t h e W A L E [ 1 6 7 ] m o d e l i s u s e d t o t a k e i n t o a c c o u n t
t h e p r o p e r t u r b u l e n c e s c a l i n g i n t h e n e a r - w a l l r e g i o n . T o g a t h e r e n o u g h
P a g e 1 1 5 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 1 0 . T H E A E R O T H E R M A L F L O W A R O U N D T H E L S 8 9 B L A D E
C A S C A D E
s t a t i s t i c s , a s i m u l a t i o n t i m e o f ∼ 4,1 ms w a s p e r f o r m e d . T h i s l e d t o a
C P U c o s t , f o r a s i n g l e c o m p u t a t i o n , o f ∼ 7500 h o u r s l a s t i n g ∼ 5 h o u r s
o n a c l u s t e r o f 1 4 4 0 c o r e s .
( a ) F u l l d o m a i n ( b ) A t t h e b l a d e ’ s w a l l
F i g u r e 1 0 . 4 – V i s u a l i z a t i o n o f t h e 2 0 m i l l i o n c e l l s m e s h o f t h e d o m a i n .
T h e r e s o l u t i o n o f t h e m e s h a n d t h e L E S q u a l i t y m u s t b e g u a r a n t e e d
t o b e s u f f i c i e n t t o c a p t u r e t h e c o m p l e x p h y s i c s e n c o u n t e r e d . I n d e e d ,
t h e i n t e r a c t i o n b e t w e e n t h e f r e e - s t r e a m t u r b u l e n c e a n d t h e b o u n d a r y
l a y e r r e q u i r e s t o c a r e f u l l y m e s h t h e n e a r - w a l l r e g i o n . I t i s r e a s o n a b l e
t h e n t o c o m p a r e t h e p r o f i l e s o f h e a t t r a n s f e r o b t a i n e d u s i n g t h e m e s h
f o r t h i s U Q s t u d y , f r o m h e r e o n d e n o t e d a s M 0 , t o t w o f i n e r m e s h e s M 1
a n d M 2 , s e e F i g . 1 0 . 5 . T h e c o r r e s p o n d i n g s p a t i a l d i s t r i b u t i o n s o f y+ a r e
s h o w n i n F i g . 1 0 . 6 f o r t h e t h r e e m e s h e s .
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F i g u r e 1 0 . 5 – H e a t t r a n s f e r c o e f f i c i e n t b e t w e e n v a r i o u s m e s h e s u s i n g
M U R 2 3 5 s e t u p ( Tu = 6%, α = 0◦) .
T h e h e a t t r a n s f e r c o e f f i c i e n t i s s e e n t o b e d i f f e r e n t o n t h e p r e s s u r e
s i d e f o r t h e f i n e s t m e s h ( M 2 ) . H o w e v e r , o n t h e s u c t i o n s i d e t h e c o a r s e s t
m e s h ( M 0 ) l e a d s t o a p p r o x i m a t e l y t h e s a m e r e s u l t s a s t h e f i n e s t m e s h
( M 2 ) . T h i s s u g g e s t s t h a t t h e v a l u e o f y+ d o e s n o t h a v e a f i r s t o r d e r
P a g e 1 1 6 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
1 0 . 4 . U N C E R T A I N T Y Q U A N T I F I C A T I O N R E S U L T S












F i g u r e 1 0 . 6 – R e f i n e m e n t o v e r b l a d e s u r f a c e m e a s u r e d u s i n g n o n -
d i m e n s i o n a l y+ p a r a m e t e r f o r M U R 2 3 5 o p e r a t i n g p o i n t ( Tu = 6%, α =
0◦) .
e f f e c t o n t h e h e a t t r a n s f e r c o e f f i c i e n t f o r t h e m e s h e s c o n s i d e r e d . T h e
s e n s i t i v i t y t o o t h e r e f f e c t s s u c h a s t u r b u l e n c e i n t e n s i t y a n d a n g l e o f
a t t a c k m a y t h u s b e s o u g h t . A d d i t i o n a l l y , i t c a n b e n o t e d t h a t t h e s h o c k
w a v e o n t h e s u c t i o n s i d e i s l o c a t e d a t a p p r o x i m a t e l y t h e s a m e p o s i t i o n
f o r a l l m e s h e s . T h i s i m p l i e s t h a t t h e u p s t r e a m b o u n d a r y l a y e r i s s i m i l a r
i n a l l c a s e s a l t h o u g h t h e h e a t t r a n s f e r c o e f f i c i e n t a c r o s s t h e s h o c k w a v e
i s a f f e c t e d b y t h e m e s h r e f i n e m e n t .
1 0 . 4 U n c e r t a i n t y Q u a n t i f i c a t i o n R e s u l t s
T h i s s e c t i o n p r e s e n t s t h e c o m p a r i s o n b e t w e e n t h e d i f f e r e n t r e s a m -
p l i n g m e t h o d s ( s e e C h a p t e r 7 ) o n t h i s c o m p l e x c a s e . I n t h e f o l l o w i n g ,
a n e x i s t i n g s a m p l e c o m p r i s e d o f 1 6 s i m u l a t i o n s i s u s e d t o g e n e r a t e a
S o b o l ’ l o w - d i s c r e p a n c y s e q u e n c e . A s s e e n i n S e c t i o n 2 . 1 , t h e q u a l -
i t y o f S o b o l ’ s e q u e n c e i s s i m i l a r t o H a l t o n ’ s i n l o w d i m e n s i o n a l c a s e s .
T h e n a s u r r o g a t e m o d e l b a s e d o n G P a n d P O D a s d e s c r i b e d i n S e c -
t i o n s 2 . 3 . 1 a n d 2 . 3 . 3 i s c o n s t r u c t e d . U s i n g t h i s i n i t i a l s e t o f s i m u l a t i o n s ,
t h e s e q u e n c e h a s b e e n c o n t i n u e d a d d i n g 4 p o i n t s t o g i v e a t o t a l o f
2 0 s i m u l a t i o n s . T h e n u s i n g t h e s a m e i n i t i a l s a m p l e , t h e p r e v i o u s s e t i s
c o m p a r e d t o t h e u s e o f t h e σ m e t h o d a n d t h e L O O - S o b o l ’ m e t h o d . T h e
L O O - σ m e t h o d g i v e s s i m i l a r r e s u l t s c o m p a r e d t o L O O - S o b o l ’ m e t h o d . I t
i s n o t t e s t e d o n t h i s c a s e . Q u a l i t y r e s u l t s e v a l u a t e d b y L O O a s d e s c r i b e d
i n S e c t i o n 2 . 3 . 5 a r e s h o w n i n T a b l e 1 0 . 3 .
A s d e m o n s t r a t e d i n A p p e n d i x A . 1 , t h e r e i s n o g u a r a n t e e t h a t t h e
q u a l i t y o f t h e m o d e l i m p r o v e s w h e n u s i n g a r e f i n e m e n t s t r a t e g y o t h e r
t h a n c o n t i n u i n g t h e l o w d i s c r e p a n c y s e q u e n c e , g i v e n a l o w - d i m e n s i o n a l
c a s e . T h e σ m e t h o d w a s o n l y a b l e t o i m p r o v e a l i t t l e t h e q u a l i t y o f t h e
i n i t i a l d e s i g n . T h i s i m p r o v e m e n t w a s i n f e r i o r t o t h e s i m p l e c o n t i n u a t i o n
P a g e 1 1 7 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 1 0 . T H E A E R O T H E R M A L F L O W A R O U N D T H E L S 8 9 B L A D E
C A S C A D E
M e t h o d N u m b e r o f S i m u l a t i o n s Qˆ2
S o b o l ’ 1 6 0 . 6 3 8
S o b o l ’ 2 0 0 . 8 2 1
σ 2 0 0 . 6 8 8
L O O - S o b o l ’ 2 0 0 . 8 5 6
T a b l e 1 0 . 3 – E s t i m a t e d Q2 f u n c t i o n o f t h e r e s a m p l i n g m e t h o d c o m p a r e d
t o a n i n i t i a l s a m p l e o f 1 6 s i m u l a t i o n s .
o f t h e s e q u e n c e . H o w e v e r , w e o b s e r v e d a n i m p r o v e d q u a l i t y u s i n g t h e
L O O - S o b o l ’ m e t h o d . T h e i m p o r t a n c e f a c t o r s ’ d i f f e r e n c e b e t w e e n t h e
t w o i n p u t p a r a m e t e r s m a k e i t f e a s i b l e t o f u r t h e r i m p r o v e t h e q u a l i t y o f
t h e m o d e l — s e e F i g . 1 0 . 7 .






















F i g u r e 1 0 . 7 – A g g r e g a t e d S o b o l ’ i n d i c e s o f t h e i n p u t p a r a m e t e r s w i t h
t h e i r a s y m p t o t i c c o n f i d e n c e i n t e r v a l s .
T h e r e s p o n s e s u r f a c e s o f t h e m o d e l s a r e p l o t t e d i n F i g . 1 0 . 8 . T h e
h e a t t r a n s f e r c o e f f i c i e n t h a s b e e n i n t e g r a t e d o v e r t h e c h o r d l i n e t o o b -
t a i n t h i s v i s u a l i z a t i o n . T h e f i r s t t h i n g t o n o t i c e i s t h e c o r r e c t d i s t r i b u t i o n
o f s a m p l e p o i n t s w i t h i n t h e p a r a m e t e r s p a c e e n s u r i n g t h a t m o s t o f t h e
e f f e c t s a r e c a p t u r e d . T h e p r e d i c t i o n s o b t a i n e d u s i n g t h e m o d e l s a r e
t h e n f o u n d t o b e i n a g r e e m e n t w i t h t h e o b s e r v a t i o n s m a d e p r e v i o u s l y .
T h e h e a t t r a n s f e r c o e f f i c i e n t i n c r e a s e s w i t h t h e t u r b u l e n c e i n t e n s i t y a n d
i s f a i r l y s t a b l e r e g a r d i n g t h e a n g l e o f t h e i n c o m i n g f l o w . T h e m o d e l s a r e
s a i d t o b e a d d i t i v e w i t h r e s p e c t t o t h e t u r b u l e n c e i n t e n s i t y . C o n t r a r y t o
t h e S o b o l ’ s e q u e n c e , t h e L O O - S o b o l ’ m e t h o d d e t e c t e d t h a t t h e m o d e l
w a s s e n s i t i v e t o l o w v a l u e s o f t u r b u l e n c e i n t e n s i t y . I t i s t h i s p h y s i c a l
i n f o r m a t i o n t h a t h e l p e d i m p r o v e t h e p r e d i c t i v i t y q u a l i t y . I n t h e f o l l o w i n g ,
t h e m o d e l c o n s t r u c t e d u s i n g t h e L O O - S o b o l ’ m e t h o d i s u s e d .
W i t h o u t m a k i n g a n y a s s u m p t i o n o n t h e u n c e r t a i n t i e s , t h e P r o b a b i l i t y
D e n s i t y F u n c t i o n s ( P D F ) o f t h e i n p u t p a r a m e t e r s a r e b o t h d e f i n e d u s i n g
P a g e 1 1 8 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
1 0 . 5 . S U M M A R Y
u n i f o r m d i s t r i b u t i o n s o v e r t h e p a r a m e t e r s p a c e
Tu ∼ U(0, 30%) α ∼ U(−5, 5◦). ( 1 0 . 2 )
U s i n g t h e s e P D F s , u n c e r t a i n t i e s a r e p r o p a g a t e d b y 5 000 p r e d i c t i o n s
o f t h e h e a t t r a n s f e r c o e f f i c i e n t a l o n g t h e b l a d e . T h e n t h e Q o I ’ s P D F i s
r e c o n s t r u c t e d u s i n g a k e r n e l s m o o t h i n g p r o c e d u r e [ 2 3 1 , 9 5 ] . F i g u r e 1 0 . 9
r e v e a l s t h e e x p e c t e d c o n c e r n i n g t h e p r o p a g a t i o n o f s u c h u n c e r t a i n t i e s
t o t h e h e a t t r a n s f e r c o e f f i c i e n t . A s t h e t w o i n p u t d i s t r i b u t i o n s a r e u n i f o r m
a n d t h e m o d e l i s a d d i t i v e , t h e m e a n i s c e n t r e d b e t w e e n t h e e x t r e m a .
F r o m t h e e x p e r i m e n t s — s e e F i g . 1 0 . 3 — t h e e n v e l o p e o f t h e h e a t t r a n s f e r
c o e f f i c i e n t i s c o r r e c t l y c a p t u r e d e x c e p t a f t e r t h e s h o c k r e g i o n . I n d e e d ,
f r o m p a s t e x p e r i e n c e s , c a p t u r i n g t h i s r e g i o n r e q u i r e s a v a l u e o f y+ ∼
1− 2 [ 2 1 0 ] .
F i n a l l y , t h e S o b o l ’ i n d i c e s h a v e b e e n e s t i m a t e d u s i n g 200 000 p r e d i c -
t i o n s . A s t h e r e s p o n s e s u r f a c e s u g g e s t e d , t h e h e a t t r a n s f e r c o e f f i c i e n t
i s m a i n l y a f f e c t e d b y t h e v a r i a t i o n o f t h e t u r b u l e n c e i n t e n s i t y . T h e s p a -
t i a l e v o l u t i o n o f t h e i n d i c e s i n F i g . 1 0 . 1 0 s h o w s a s p a t i a l d e p e n d e n c y .
O n t h e p r e s s u r e s i d e , t h e i n f l o w a n g l e h a s a h i g h e r i n f l u e n c e a s i t s
c o n t r i b u t i o n r i s e s t o b e c o m e t h e m o s t i m p o r t a n t p a r a m e t e r a t t h e t r a i l -
i n g e d g e . O n t h e s u c t i o n s i d e , t h e t u r b u l e n c e i n t e n s i t y c o n t r i b u t i o n i s
s t a b l e u n t i l t h e s h o c k r e g i o n . R e a c h i n g t h e t r a i l i n g e d g e , t h e a n g l e c o n -
t r i b u t i o n i n c r e a s e s . F i n a l l y , a g g r e g a t e d i n d i c e s a r e r e p o r t e d i n F i g . 1 0 . 7 .
T h e s e i n d i c e s c o n f i r m t h a t t h e t u r b u l e n c e i n t e n s i t y i s t h e m o s t i m p o r -
t a n t p a r a m e t e r c o m p a r e d t o t h e i n f l o w a n g l e w h e n s t u d y i n g t h e h e a t
t r a n s f e r c o e f f i c i e n t a n d f o r t h e r a n g e o f a n g l e v a r i a t i o n s r e t a i n e d . T h e
t u r b u l e n c e i n t e n s i t y c o n t r i b u t e s t o 7 0 % o f t h e t o t a l v a r i a n c e o f t h e
Q o I w h e r e a s t h e i n f l o w a n g l e c o n t r i b u t e s t o 3 0 % . T h i s b e h a v i o u r w a s
e x p e c t e d a s d o w n s t r e a m t h e s h o c k , t h e i n c o m i n g l e v e l o f t u r b u l e n c e
h a s l i t t l e i m p a c t . T h e c o m p u t a t i o n o f t h e s e c o n d o r d e r i n d i c e s a r e n o t
p r e s e n t e d h e r e b e c a u s e t h e i r v a l u e s a r e n e g l i g i b l e i n c o m p a r i s o n t o
t h e f i r s t o r d e r i n d i c e s . T h i s i s i n a g r e e m e n t w i t h t h e s m a l l d i f f e r e n c e s
o b s e r v e d b e t w e e n t h e f i r s t a n d t o t a l o r d e r i n d i c e s . T h e r e a r e n o j o i n t
e f f e c t s b e t w e e n t h e t w o p a r a m e t e r s .
1 0 . 5 S u m m a r y
A f i r s t U n c e r t a i n t y Q u a n t i f i c a t i o n L E S s t u d y o f t h e L S 8 9 i s p r e s e n t e d .
T h e p a r a m e t e r s p a c e w a s c o m p r i s e d o f t h e t u r b u l e n c e i n t e n s i t y a n d
t h e i n f l o w a n g l e . I n o r d e r t o i n c r e a s e t h e q u a l i t y o f t h e s u r r o g a t e m o d e l ,
t h e L O O - S o b o l ’ m e t h o d w a s u s e d t o r e f i n e t h e p a r a m e t e r s p a c e . W e
s h o w e d t h a t i t p e r f o r m e d b e t t e r t h a n c o n t i n u i n g t h e s a m p l i n g s e q u e n c e .
A p a r t f r o m a n a n a l y s i s o f t h e v a r i a n c e , t h e m o d e l w a s u s e d t o p r o p a g a t e
u n c e r t a i n t i e s . T h i s s t u d y r e v e a l s t h a t a l t h o u g h t h e t u r b u l e n c e i n t e n s i t y
i s t h e m a i n f a c t o r i m p a c t i n g t h e h e a t t r a n s f e r c o e f f i c i e n t , t h e r e i s s p a t i a l
e v o l u t i o n o f i t s c o n t r i b u t i o n a l o n g t h e b l a d e .
P a g e 1 1 9 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 1 0 . T H E A E R O T H E R M A L F L O W A R O U N D T H E L S 8 9 B L A D E
C A S C A D E
























( a ) S o b o l ’ s e q u e n c e
























( b ) σ m e t h o d
























( c ) L O O - S o b o l ’ m e t h o d
F i g u r e 1 0 . 8 – H e a t T r a n s f e r c o e f f i c i e n t r e s p o n s e s u r f a c e . D o E i s i n i t i a l l y
c o m p o s e d o f 1 6 s i m u l a t i o n s s a m p l e d w i t h S o b o l ’ s e q u e n c e . B l a c k d o t s
r e p r e s e n t t h e i n i t i a l L E S s i m u l a t i o n s a n d r e d d i a m o n d s r e p r e s e n t t h e
r e s a m p l e d p o i n t s .
P a g e 1 2 0 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
1 0 . 5 . S U M M A R Y
F i g u r e 1 0 . 9 – P r o b a b i l i t y D e n s i t y F u n c t i o n a n d m o m e n t s o f t h e h e a t
t r a n s f e r c o e f f i c i e n t a l o n g t h e c h o r d l i n e o f t h e b l a d e .



















F i g u r e 1 0 . 1 0 – F i r s t o r d e r a n d t o t a l o r d e r S o b o l ’ i n d i c e s a l o n g t h e c h o r d
l i n e .
P a g e 1 2 1 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 1 0 . T H E A E R O T H E R M A L F L O W A R O U N D T H E L S 8 9 B L A D E
C A S C A D E
P a g e 1 2 2 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
1 1 | U Q - D r i v e n R o b u s t D e s i g n A s -
s e s s m e n t o f a S w i r l e r G e o m e -
t r y
P o u r a c c o m p a g n e r l e d é v e l o p p e m e n t d e f u t u r s m o t e u r s ,
l e s s i m u l a t i o n s n u m é r i q u e s s o n t d e v e n u e s d e s o u t i l s d e
c o n c e p t i o n f i a b l e s e t e s s e n t i e l s [ 1 9 7 , 7 7 ] . R é c e m m e n t , l ’ u t i -
l i s a t i o n d e S G E c o u p l é e à u n e s t r a t é g i e d ’ a d a p t a t i o n d u
m a i l l a g e a d é m o n t r é s a c a p a c i t é à i d e n t i f i e r l a p h y s i q u e a d é -
q u a t e d e s é c o u l e m e n t s t o u r b i l l o n n a i r e s [ 5 3 ] .
L a c o n c e p t i o n d ’ u n t o u r b i l l o n n e u r s e d é r o u l e e n t r o i s
é t a p e s : ( i ) u n e p h a s e e x p l o r a t o i r e e s t d ’ a b o r d r é a l i s é e à
l ’ a i d e d e c a l c u l s R A N S ; ( i i ) l e s g é o m é t r i e s r é s u l t a n t e s s o n t
i n s t a l l é e s d a n s l a c h a m b r e d e c o m b u s t i o n e t s i m u l é e s e n u t i -
l i s a n t d e s S G E d e c o m b u s t i o n t u r b u l e n t e ; ( i i i ) d e s p r o t o t y p e s
s o n t f a b r i q u é s e t d e s e s s a i s s o n t e f f e c t u é s .
P o u r c e t t e d e r n i è r e é t a p e , l a f a b r i c a t i o n d ’ a d d i t i f s m é t a l -
l i q u e s ( A M ) [ 8 1 , 2 0 2 ] e s t m a i n t e n a n t u t i l i s é e . L a t e c h n o l o g i e
A M a g a g n é b e a u c o u p d ’ a t t e n t i o n , c a r e l l e n ’ i m p o s e a u c u n e
c o n t r a i n t e d u p o i n t d e v u e d e l a c o n c e p t i o n s a n s s a c r i f i e r
l e s p r o p r i é t é s m é c a n i q u e s [ 1 3 8 ] . C e p e n d a n t , l ’ A M i n d u i t c e r -
t a i n e s i n c e r t i t u d e s q u a n t à l a c o m p o s i t i o n s t r u c t u r e l l e d e s
s y s t è m e s m é t a l l i q u e s p r o d u i t s , c e q u i e n f a i t u n s u j e t d e
r e c h e r c h e a c t i f .
L a p r é s e n t e é t u d e v i s e à m e s u r e r l ’ e f f e t d e l ’ A M s u r l ’ é c o u -
l e m e n t d u f l u i d e . C e c i e s t r é a l i s é p a r u n e U Q [ 1 0 8 ] b a s é e s u r
d e s S G E e n c o n s i d é r a n t u n e g é o m é t r i e v a r i a b l e . U n P O D e s t
d ’ a b o r d e f f e c t u é p o u r c o n s t r u i r e u n e s p a c e d e p a r a m è t r e s
r é d u i t p e r m e t t a n t d e p r e n d r e e n c o m p t e t o u t e s l e s v a r i a b l e s
d e c o n c e p t i o n . E n s u i t e , c e s i n c e r t i t u d e s s o n t p r o p a g é e s a u
t r a v e r s d e 3 0 S G E , f o u r n i s s a n t d e s s t a t i s t i q u e s d e s y n t h è s e .
C e t t e é t u d e a m o n t r é q u e l e s t o l é r a n c e s d e f a b r i c a t i o n p o u -
v a i e n t ê t r e r é d u i t e s à m e s u r e q u e l ’ i m p a c t d e l ’ A M s u r l a Q o I
é t a i t c o m p r i s e . D ’ u n p o i n t d e v u e i n d u s t r i e l , u n e t e l l e a n a l y s e
p e u t a i d e r à r é d u i r e l e s c o û t s s i l a p r é c i s i o n p e u t ê t r e r é d u i t e .
L e c h a p i t r e e s t o r g a n i s é c o m m e s u i t : S e c t i o n 1 1 . 2 p r é -
s e n t e l a c o n f i g u r a t i o n é t u d i é e a i n s i q u e l a c o n f i g u r a t i o n n u -
m é r i q u e L E S . S e c t i o n 1 1 . 3 d é t a i l l e l a m é t h o d o l o g i e u t i l i s é e
p o u r r é d u i r e l ’ e s p a c e d e s p a r a m è t r e s . L e s r é s u l t a t s d e l ’ é t u d e
d e l ’ U Q s o n t e n s u i t e p r é s e n t é s e t a n a l y s é s r e s p e c t i v e m e n t
d a n s c r e f s e c : r e s e t S e c t i o n 1 1 . 5 .
1 2 3
C H A P T E R 1 1 . U Q - D R I V E N R O B U S T D E S I G N A S S E S S M E N T O F A
S W I R L E R G E O M E T R Y
1 1 . 1 I n t r o d u c t i o n
AT T H E H E A R T o f a t u r b o m a c h i n e i s t h e c o m b u s t i o n c h a m b e r , f e dw i t h f u e l b y i n j e c t o r s . H e r e , t h e c o m b u s t i o n p r o c e s s r e l e a s e s t h e
c a l o r i f i c c a p a c i t y o f t h e f u e l m i x t u r e . T h i s p r o c e s s i s u s u a l l y s t a r t e d
u s i n g a s p a r k w h i c h p r o v i d e s a n e n e r g y d e p o s i t i n t h e s y s t e m . A f t e r t h e
f l a m e h a s b e e n i g n i t e d , i t n e e d s a m e c h a n i s m f o r i t t o s t a b i l i z e w i t h i n t h e
c h a m b e r . D e p e n d i n g o n t h e v e l o c i t y o f t h e l a m i n a r f l a m e s p e e d a n d o n
t h e p o w e r r e q u i r e d , d i f f e r e n t d e v i c e s a r e t o b e c o n s i d e r e d t o s t a b i l i z e a
f l a m e . I n d e e d , t h e o u t p u t p o w e r b e i n g d i r e c t l y l i n k e d t o t h e i n l e t v e l o c i t y
o f t h e r e a c t a n t s , i f a h i g h p o w e r i s r e q u i r e d , t h e i n l e t v e l o c i t y w i l l b e h i g h .
T h u s , t o s t a b i l i z e t h e f l a m e o n e s n e e d s t o e q u i l i b r a t e t h e c o n s u m p t i o n
o f t h e r e a c t a n t s a c c o r d i n g l y t o t h e f l a m e s p e e d . T h e f l a m e s t a b i l i z a t i o n
i s a m a j o r c o n c e r n w h i c h c a n c a u s e a n e x t i n c t i o n o f t h e c h a m b e r o r a n
o s c i l l a t i o n o f t h e f l a m e .
W h e n c o n s i d e r i n g s m a l l v e l o c i t i e s , a b a c k w a r d f a c i n g s t e p i s s u f f i c i e n t —
s e e F i g . 1 1 . 1 . T h i s g e o m e t r y c r e a t e s a r e c i r c u l a t i o n z o n e t h a t t r a p s t h e
f u e l m i x t u r e d o w n w a r d . H o w e v e r , a s t h e i n l e t v e l o c i t y i n c r e a s e s , t h e
f l a m e s p e e d d o e s n o t . T h e c h e m i s t r y n o t b e i n g i n f i n i t e l y f a s t , c o m e s
a p o i n t w h e r e t h e f l a m e c a n n o t s u s t a i n . S w i r l e d i n j e c t o r s h a v e b e e n
d e s i g n e d t o o v e r c o m e t h i s i s s u e [ 1 4 2 ] — s e e F i g . 1 1 . 2 . B y i m p i n g i n g a
m o v e m e n t o f r o t a t i o n o n t h e f l o w , a r e c i r c u l a t i o n z o n e i s c r e a t e d d i r e c t l y
a t t h e o u t l e t o f t h e i n j e c t o r . T h i s e n s u r e s s u f f i c i e n t r e s i d e n c e t i m e f o r
t h e f u e l t o b e c o n s u m e d . T h e d e s i g n o f s w i r l e d i n j e c t o r s i s o f p r i m e
i m p o r t a n c e w h e n s e e k i n g t o r e d u c e f u e l c o n s u m p t i o n a n d p o l l u t a n t
e m i s s i o n s . I n d e e d , t h i s i s u s u a l l y a c h i e v e d v i a l e a n c o m b u s t i o n w h i c h
m a y l e a d t o c o m b u s t i o n i n s t a b i l i t i e s a n d r e d u c e d e x t i n c t i o n m a r g i n s .
W h e n c o n s i d e r i n g e n v i r o n m e n t a l a s p e c t s , o p e r a b i l i t y , e f f i c i e n c y , m a i n t e -
n a n c e o r e v e n d u r a b i l i t y , t h e p r o b l e m b e c o m e s a c o m p l e x m u l t i o b j e c t i v e
o p t i m i z a t i o n p r o b l e m w h i c h r e m a i n s a g r e a t c h a l l e n g e .
Ignition point Diffusion FlameFuel
Oxidizer
F i g u r e 1 1 . 1 – S k e t c h o f a b a c k w a r d f a c i n g s t e p .
T o h e l p i n t h e d e v e l o p m e n t o f f u t u r e e n g i n e s , n u m e r i c a l s i m u l a t i o n s —
a n d h e r e C F D s i m u l a t i o n s — , h a v e u n d o u b t e d l y b e c o m e r e l i a b l e a n d
e s s e n t i a l d e s i g n t o o l s [ 1 9 7 , 7 7 ] . R e c e n t l y , t h e u s e o f L E S c o u p l e d w i t h
a m e s h a d a p t a t i o n s t r a t e g y h a s d e m o n s t r a t e d i t s c a p a c i t y t o i d e n t i f y
t h e r e l e v a n t p h y s i c s o f s w i r l i n g f l o w s [ 5 3 ] . F r o m e x p e r t k n o w l e d g e , t h e
d e s i g n o f a s w i r l e r p r o c e e d s i n t h r e e s t e p s : ( i ) a n e x p l o r a t o r y p h a s e
P a g e 1 2 4 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y







F i g u r e 1 1 . 2 – S k e t c h o f a s w i r l e r c o n s i s t i n g o f t w o c o n t r a - r o t a t i v e s e t s
o f o x i d i z e r c h a n n e l s .
i s f i r s t p e r f o r m e d u s i n g R A N S c o m p u t a t i o n s ; ( i i ) t h e r e s u l t i n g p o s s i b l e
g e o m e t r i e s i n s t a l l e d i n t h e c o m b u s t i o n c h a m b e r a r e s i m u l a t e d u s i n g
L E S o f t u r b u l e n t c o m b u s t i o n ; ( i i i ) p r o t o t y p e s a r e m a n u f a c t u r e d a n d
t e s t s a r e p e r f o r m e d . T h e f i r s t s t e p a l l o w s e x p l o r i n g a l a r g e r a n g e o f
p o s s i b i l i t i e s i n t e r m s o f g e o m e t r i c a l m o d i f i c a t i o n s ( a n g l e s , n u m b e r o f
c h a n n e l s , e t c . ) t o m e e t r e q u i r e m e n t s s u c h a s t h e s w i r l n u m b e r , e f f e c t i v e
s u r f a c e a n d p e r m e a b i l i t y . T h e s e c o n d s t e p i s p e r f o r m e d t o a s s e s s
t h e c o m b u s t i o n s t a b i l i t y a n d t h e c o m b u s t o r p e r f o r m a n c e s i n v a r i o u s
o p e r a t i n g c o n d i t i o n s . F i n a l l y , e x p e r i m e n t s a r e c o n d u c t e d t o f i n a l i z e t h e
d e s i g n .
F o r t h i s l a s t s t e p , m e t a l A d d i t i v e M a n u f a c t u r i n g ( A M ) [ 8 1 , 2 0 2 ] i s n o w
i n u s e . T h e A M t e c h n o l o g y h a s g a i n e d a l o t o f a t t e n t i o n a s i t d o e s n o t
i m p o s e a n y c o n s t r a i n t f r o m t h e d e s i g n p o i n t o f v i e w w i t h o u t s a c r i f i c i n g
m e c h a n i c a l p r o p e r t i e s [ 1 3 8 ] . H o w e v e r , A M i n d u c e s s o m e u n c e r t a i n t i e s
r e g a r d i n g t h e s t r u c t u r a l c o m p o s i t i o n o f t h e p r o d u c e d m e t a l l i c s y s t e m s ,
m a k i n g t h i s a n a c t i v e t o p i c o f r e s e a r c h . I n p a r t i c u l a r , g e o m e t r i c a l u n c e r -
t a i n t i e s m a y r e s u l t f r o m t h e d e p o s i t i o n m e t h o d , t h e s c a n n i n g m e t h o d o r
e v e n t h e p o w d e r s i z e . M o r e o v e r , d u e t o t h e c o m p l e x i t y o f s o m e d e s i g n s ,
i t m i g h t n o t b e p o s s i b l e t o p o l i s h s u r f a c e s u s i n g s t a n d a r d m i l l s . T h i s
m a y l e a v e s o m e d e f e c t s w h i c h s i z e d e p e n d s o n t h e q u a l i t y o f t h e w h o l e
p r o c e s s .
T h e p r e s e n t s t u d y a i m s t o m e a s u r e t h e e f f e c t o f A M o n t h e f l u i d
m o t i o n . T h i s i s a c h i e v e d t h r o u g h U Q [ 1 0 8 ] b a s e d o n L E S w i t h v a r y i n g
g e o m e t r y . A P O D i s f i r s t p e r f o r m e d t o b u i l d a r e d u c e d p a r a m e t e r s p a c e
a l l o w i n g t a k i n g i n t o a c c o u n t a l l d e s i g n v a r i a b l e s . T h e n , u n c e r t a i n t i e s
o n t h e d e s i g n v a r i a b l e s a r e p r o p a g a t e d i n a s e r i e s o f 3 0 L E S , p r o v i d i n g
s u m m a r y s t a t i s t i c s .
T h e c h a p t e r i s o r g a n i z e d a s f o l l o w s : S e c t i o n 1 1 . 2 p r e s e n t s t h e s t u d i e d
P a g e 1 2 5 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 1 1 . U Q - D R I V E N R O B U S T D E S I G N A S S E S S M E N T O F A
S W I R L E R G E O M E T R Y
c o n f i g u r a t i o n a s w e l l a s t h e L E S n u m e r i c a l s e t u p . S e c t i o n 1 1 . 3 d e t a i l s t h e
m e t h o d o l o g y u s e d t o r e d u c e t h e p a r a m e t e r s p a c e . R e s u l t s o f t h e U Q
s t u d y a r e t h e n p r e s e n t e d a n d a n a l y s e d i n S e c t i o n 1 1 . 4 a n d S e c t i o n 1 1 . 5 ,
r e s p e c t i v e l y .
1 1 . 2 C o n f i g u r a t i o n a n d N u m e r i c a l S e t u p
1 1 . 2 . 1 T h e S w i r l e d I n j e c t o r
F i g u r e 1 1 . 3 p r e s e n t s a s k e t c h o f t h e s w i r l e r s t u d i e d i n t h i s w o r k ( a l s o
d e s c r i b e d i n [ 5 3 ] ) t o g e t h e r w i t h t h e c o m p u t a t i o n a l d o m a i n . T h e s w i r l e r
c o n s i s t s o f t w o c o u n t e r - r o t a t i n g s t a g e s o f 8 t a n g e n t i a l v a n e s r e s u l t i n g
i n a r o t a t i o n a l f l o w . A r e c i r c u l a t i o n z o n e a p p e a r s j u s t d o w n s t r e a m t h e
s w i r l e r , w h i c h i s p a r a m o u n t t o c o m b u s t i o n s t a b i l i t y . I n t h i s s t u d y , n o f u e l












F i g u r e 1 1 . 3 – S c h e m a t i c v i e w o f t h e c o n f i g u r a t i o n a n d t h e L E S c o m p u t a -
t i o n a l d o m a i n .
1 1 . 2 . 2 N u m e r i c a l S e t u p
A l l s i m u l a t i o n s w e r e p e r f o r m e d u s i n g t h e c o m p r e s s i b l e N a v i e r - S t o k e s
s o l v e r A V B P [ 2 0 6 ] . T h e f i n i t e - e l e m e n t s c h e m e T T G C [ 4 8 ] w a s u s e d
o n a t e t r a h e d r a l m e s h a n d L E S e q u a t i o n s w e r e c l o s e d u s i n g t h e σ-
m o d e l [ 1 6 6 ] . A t t h e i n l e t a n d o u t l e t b o u n d a r i e s N a v i e r - S t o k e s C h a r -
a c t e r i s t i c B o u n d a r y C o n d i t i o n s ( N S C B C ) w e r e a p p l i e d [ 1 8 1 ] , i m p o s i n g
P a g e 1 2 6 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
1 1 . 2 . C O N F I G U R A T I O N A N D N U M E R I C A L S E T U P
t h e m a s s f l o w r a t e s a n d t h e p r e s s u r e , r e s p e c t i v e l y . A l l w a l l b o u n d a r y
c o n d i t i o n s w e r e s p e c i f i e d a s w a l l n o - s l i p c o n d i t i o n s w i t h o u t w a l l l a w
m o d e l s .
1 1 . 2 . 2 . 1 M e s h A d a p t a t i o n S t r a t e g y
D u e t o t h e r e l a t i v e c o m p l e x i t y o f t h e g e o m e t r y a n d t h e r e s u l t i n g m e s h
s i z e , a n A d a p t i v e M e s h R e f i n e m e n t ( A M R ) s t r a t e g y w a s u s e d t o r e d u c e
t h e C P U c o s t w h i l e p r e s e r v i n g t h e q u a l i t y o f t h e s o l u t i o n , e v a l u a t e d w i t h
t h e g l o b a l p r e s s u r e l o s s ∆P . T h e A M R s t r a t e g y u s e d i n t h i s s t u d y i s
b a s e d o n t h e m e t h o d o l o g y p r o p o s e d i n [ 5 3 ] : f r o m t h e r e s u l t o b t a i n e d
o n a n i n i t i a l a r b i t r a r y m e s h , a m e t r i c b a s e d o n t h e t i m e - a v e r a g e d v i s c o u s
d i s s i p a t i o n f i e l d Φ i s c o m p u t e d a s :







, ( 1 1 . 1 )
w h e r e µ i s t h e m o l e c u l a r v i s c o s i t y a n d µt t h e t u r b u l e n t v i s c o s i t y .
T h e n t h e m e s h o f t h e c o m p u t a t i o n a l d o m a i n i s a d a p t e d u s i n g t h e
M M G 3 D l i b r a r y [ 5 2 ] ( n o t e d A D 1 ) . T h i s p r o c e d u r e i s r e p e a t e d w i t h a
s e c o n d a d a p t a t i o n ( n o t e d A D 2 ) , s o t h a t t h e e x p e r i m e n t a l p r e s s u r e l o s s
∆P i s r e c o v e r e d ( s e e F i g . 1 1 . 4 ) . T h e c o m p u t a t i o n a l d e t a i l s o f o n e a d a p -
t a t i o n r u n a r e s u m m a r i z e d i n T a b l e 1 1 . 1 . I n t h e e n d , w i t h t w o m e s h
a d a p t a t i o n s t e p s , o n e r u n r e q u i r e d 25 000 CPU hours t o s i m u l a t e 40 ms
o f p h y s i c a l t i m e .
T a b l e 1 1 . 1 – S u m m a r y o f m e s h a d a p t a t i o n f o r o n e s i m u l a t i o n . P h y s i c a l
s i m u l a t i o n t i m e i s c o n s t a n t a t 40 ms.
C o a r s e A D 1 A D 2
n u m b e r o f c e l l s (×106) 1 . 6 4 . 1 1 2 . 8
t i m e s t e p (×10−7 s) 0 . 5 9 0 . 4 7 0 . 2 0
C P U h o u r s 5 h 3 0 2 h 2 0 9 h 3 0
n u m b e r o f c o r e s 5 6 0 2 8 0 0 2 8 0 0
∆P r e l a t i v e e r r o r 57,8 % 6,5 % 4,8 %
A s s h o w n i n [ 5 3 ] , t h i s m e t h o d c o n v e r g e s a n d f i n a l l y r e c o v e r s t h e
p h y s i c s w i t h a l i m i t e d e r r o r o n t h e p r e s s u r e l o s s (∼ 5% ) . T h i s i s o b t a i n e d
t h a n k s t o t h e c h o i c e o f t h e v i s c o u s d i s s i p a t i o n — w h i c h c o n t r o l s t h e i r r e -
v e r s i b l e l o s s e s — a s t h e r e f i n e m e n t m e t r i c . F r o m F i g . 1 1 . 5 s h o w i n g t h e
e v o l u t i o n o f t h e m e s h , i t a p p e a r s t h a t t h e m e s h h a s m o s t l y b e e n r e f i n e d
a r o u n d t h e p l u g t i p a n d a t t h e s w i r l e r e x i t . T h e s e z o n e s i n d e e d c o r r e -
s p o n d t o t h e z o n e s w h e r e t h e d i s s i p a t i o n i s h i g h e s t a s s e e n i n F i g . 1 1 . 6 .
T h i s r e s u l t a l s o i n d i c a t e s t h a t a n y g e o m e t r i c a l d e v i a t i o n i n t h e s e z o n e s
m a y r e s u l t i n a m o d i f i e d p r e s s u r e l o s s .
P a g e 1 2 7 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 1 1 . U Q - D R I V E N R O B U S T D E S I G N A S S E S S M E N T O F A
S W I R L E R G E O M E T R Y















F i g u r e 1 1 . 4 – E v o l u t i o n o f t h e p r e s s u r e l o s s c o m p u t e d w i t h L E S o n t h e
t h r e e d i f f e r e n t m e s h e s s u c c e s s i v e l y w i t h i n c r e a s i n g r e s o l u t i o n : C o a r s e ,
A D 1 a n d A D 2 . T h e d a s h l i n e r e p r e s e n t s t h e e x p e r i m e n t a l v a l u e o f ∆P .
F i g u r e 1 1 . 5 – F r o m l e f t t o r i g h t : c o a r s e m e s h , f i r s t a d a p t a t i o n A D 1 a n d
s e c o n d a d a p t a t i o n A D 2 .
1 1 . 2 . 2 . 2 S i m u l a t i o n S t r a t e g y f o r U Q
I n o r d e r t o q u a n t i f y t h e u n c e r t a i n t y o n t h e f l o w p h y s i c s , a s a m p l e o f 3 0
L E S w a s c o n s i d e r e d . T h e p r o c e d u r e u s e d t o g e n e r a t e t h i s s a m p l e i s
d e t a i l e d i n S e c t i o n 1 1 . 3 . F o r e a c h s i m u l a t i o n , a n e w g e o m e t r y h a s b e e n
c o n s t r u c t e d w i t h u p t o 2% o f v a r i a t i o n i n a l l c h a n n e l d i m e n s i o n s — u s i n g
t h e m e t h o d p r e s e n t e d i n S e c t i o n 1 1 . 3 . T h e n , t h e m e s h w a s a u t o m a t i c a l l y
P a g e 1 2 8 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
1 1 . 2 . C O N F I G U R A T I O N A N D N U M E R I C A L S E T U P
a d a p t e d u s i n g t h e a f o r e m e n t i o n e d m e t h o d o l o g y . T h i s p r o c e d u r e e n -
s u r e s t h a t t h e m e s h e s a r e o p t i m u m f o r e a c h c o n f i g u r a t i o n , w i t h r e s p e c t
t o t h e p r e s s u r e l o s s . F o r t h e u n c e r t a i n t y a n a l y s i s , r e s u l t s w e r e a v e r a g e d
o v e r 40 ms. T h e t o t a l c o m p u t a t i o n a l c o s t f o r t h i s U Q u s i n g L E S i s a b o u t
1 000 000 CPU hours. T h a n k s t o h i g h p e r f o r m a n c e c o m p u t i n g r e s o u r c e s ,
t h e r e t u r n t i m e w a s o n l y 2 d a y s , w h i c h i s s a t i s f a c t o r y i n t h e c o n t e x t o f
a n i n d u s t r i a l d e s i g n p r o c e s s . B a t m a n ( C h a p t e r 5 ) w a s u s e d t o h a n d l e
a l l s i m u l a t i o n s a n d p e r f o r m t h e U Q .
1 1 . 2 . 3 G e o m e t r i c a l U n c e r t a i n t i e s o f t h e S w i r l e r
D i s c r e p a n c i e s i n t h e s i z e o f t h e c h a n n e l s g e n e r a t e d b y A M h a v e b e e n
m e a s u r e d . F i g u r e s 1 1 . 6 a n d 1 1 . 7 i l l u s t r a t e h o w a c h a n g e o f ∼ 2% i n a l l
c h a n n e l d i m e n s i o n s — d u e t o m a n u f a c t u r i n g d i s p e r s i o n — i m p a c t s t h e
f l o w a n d t h e p r e s s u r e l o s s ∆P . T h e t w o c a s e s c o r r e s p o n d t o t h e m a x i -
m u m ( c a s e a ) a n d m i n i m u m ( c a s e b ) i m p a c t o n t h e p r e s s u r e l o s s . T h e s e
r e s u l t s w e r e o b t a i n e d f r o m L E S a n d t h e n u m e r i c a l s e t u p d e s c r i b e d
i n S e c t i o n 1 1 . 2 . 2 . F i g u r e 1 1 . 6 s h o w s t h e d i f f e r e n c e i n t o t a l d i s s i p a t i o n
f i e l d Φ, w h i c h e x p l a i n s t h e d i f f e r e n c e i n p r e s s u r e d r o p . C o m p a r e d t o t h e
p r e s s u r e d r o p i n t h e r e f e r e n c e g e o m e t r y , t h e t w o c a s e s s h o w a d i f f e r -
e n c e o f 7.83% a n d 9.95% r e s p e c t i v e l y f o r F i g . 1 1 . 6 ( a ) a n d F i g . 1 1 . 6 ( b ) . A
c l o s e r l o o k a l l o w s i d e n t i f y i n g t h e m a i n r e g i o n o f d i f f e r e n c e a t t h e t i p
o f t h e p l u g , d i r e c t l y r e l a t e d t o t h e f l o w d i f f e r e n c e i n t h e f i r s t s t a g e o f
t h e s w i r l e r , a s s e e n i n F i g s . 1 1 . 7 a n d 1 1 . 8 . I n d e e d , a s m a l l r e c i r c u l a t i o n
z o n e ( a t t h e t i p o f t h e p l u g ) a p p e a r s i n t h e l e f t c a s e ( a ) , w h i c h a l m o s t












( b ) ∆P ∼ 4 260 Pa
F i g u r e 1 1 . 6 – F i e l d s o f m e a n k i n e t i c e n e r g y d i s s i p a t i o n (W/m3) f o r t w o
g e o m e t r i e s w i t h ∼ 2% c h a n n e l s i z e d i f f e r e n c e w i t h t h e r e f e r e n c e c a s e .
P a g e 1 2 9 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 1 1 . U Q - D R I V E N R O B U S T D E S I G N A S S E S S M E N T O F A
S W I R L E R G E O M E T R Y
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( a ) ∆P ∼ 4 020 Pa
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( b ) ∆P ∼ 4 260 Pa
F i g u r e 1 1 . 7 – F i e l d o f m e a n a x i a l v e l o c i t y f o r t w o g e o m e t r i e s w i t h ∼ 2%
c h a n n e l s i z e d i f f e r e n c e w i t h t h e r e f e r e n c e c a s e . B l a c k i s o c o n t o u r s d e -
n o t e p o s i t i v e v e l o c i t y , w h i l e w h i t e i s o c o n t o u r s d e n o t e n e g a t i v e v e l o c i t y .
F i g u r e 1 1 . 8 – Q - c r i t e r i o n c o l o u r e d b y m e a n a x i a l v e l o c i t y f o r t w o g e o m e -
t r i e s w i t h ∼ 2% c h a n n e l s i z e d i f f e r e n c e w i t h t h e r e f e r e n c e c a s e . L e f t
∆P ∼ 4 020 Pa, r i g h t ∆P ∼ 4 260 Pa.
1 1 . 3 D i m e n s i o n a l i t y R e d u c t i o n a n d S t a t i s t i c a l A n a l -
y s i s o f U n c e r t a i n P a r a m e t e r s
P e r f o r m i n g a U Q s t u d y r e q u i r e s a l a r g e n u m b e r o f n u m e r i c a l s i m u l a t i o n s
i n o r d e r t o c o n v e r g e s t a t i s t i c a l m o m e n t s . I f t h e n u m b e r o f p a r a m e t e r s i s
P a g e 1 3 0 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
1 1 . 4 . G E N E R A T I O N O F D A T A S E T S
a l s o l a r g e , a n e v e n l a r g e r n u m b e r o f s a m p l e s i s r e q u i r e d . I n t h e p r e s e n t
c a s e ( S e c t i o n 1 1 . 2 ) , t h e u n c e r t a i n p a r a m e t e r s a r e t h e d i m e n s i o n s o f a l l
1 6 c h a n n e l s . F o r e a c h c h a n n e l , t h i s p a r a m e t e r i n d u c e s a m o d i f i c a t i o n o f
t h e c r o s s s e c t i o n a r e a . H o w e v e r t h e c h a n n e l d i m e n s i o n s , r e s u l t i n g f r o m
A M , a r e n o t i n d e p e n d e n t a n d t h e n u m b e r o f i n d e p e n d e n t p a r a m e t e r s
c a n b e r e d u c e d . I n d e e d , A M i s a l a y e r - b y - l a y e r p r o c e s s w h i c h p r e c i s i o n
r e l i e s o n t h e a b i l i t y o f t h e m a c h i n e t o b u i l d u p a n d p o l i s h t h e s e l a y e r s .
A l l c h a n n e l s o f o n e s t a g e b e i n g b u i l t s i m u l t a n e o u s l y , a s y s t e m a t i c b i a s
i s i n t r o d u c e d .
A s e t o f 5 v a r i o u s r e a l s w i r l e r g e o m e t r i e s i s s u e d f r o m A M w a s o b -
t a i n e d f r o m a n e n g i n e m a n u f a c t u r e r . T h a n k s t o t h e l a y e r i n g p r o c e s s ,
t w o g r o u p s o f c h a n n e l s a r e c o n s i d e r e d t o s e p a r a t e t h e t w o s t a g e s : ( i )
t h e i n n e r s e t ( f i r s t s t a g e ) o f c h a n n e l s i s n o t e d s = in, a n d ( i i ) t h e o u t e r
s e t ( s e c o n d s t a g e ) o f c h a n n e l s i s n o t e d s = ou. D a t a o f e a c h o f t h e s e
t w o g r o u p s i s a g g r e g a t e d i n t h e f o r m o f a f u n c t i o n : ds(i) w i t h d t h e
c h a n n e l d i m e n s i o n , i t h e c h a n n e l n u m b e r a n d t h e s u b s c r i p t s s t a n d i n g
f o r t h e i n n e r o r t h e o u t e r s e t .
T h e d a t a s e t i s t h e n r e p r e s e n t e d a s a m a t r i x , e a c h l i n e c o n t a i n i n g t h e
c u r v e ds(i) c o r r e s p o n d i n g t o e a c h c h a n n e l g e o m e t r y . I n o r d e r t o r e v e a l
t h e c o r r e l a t i o n s i n t h e d a t a a n d r e d u c e t h e n u m b e r o f p a r a m e t e r s f o r
t h e U Q s t u d y , t h i s m a t r i x i s d e c o m p o s e d u s i n g a P O D , w h i c h a l l o w s
r e p r e s e n t i n g d a t a w i t h a f i n i t e n u m b e r o f m o d e s . T h i s c o m p r e s s i o n
p r o c e s s t u r n s t h e f u n c t i o n a l r e p r e s e n t a t i o n i n t o a s c a l a r r e p r e s e n t a t i o n
i n a r e d u c e d s p a c e . T h e r e t a i n e d v a r i a n c e f r o m t h e i n i t i a l d a t a i n c r e a s e s
w i t h t h e n u m b e r o f m o d e s o f t h e P O D . I n t h i s w o r k , m o r e t h a n 9 0 % o f t h e
o r i g i n a l d a t a s e t v a r i a n c e i s r e t a i n e d w i t h o n l y t h r e e P O D c o m p o n e n t s p e r
s t a g e , a s s h o w n i n F i g . 1 1 . 9 . T h e 1 6 i n d e p e n d e n t u n c e r t a i n p a r a m e t e r s
a r e t h e n r e d u c e d t o 6 i n d e p e n d e n t p a r a m e t e r s ( t h r e e f o r e a c h s t a g e ) ,
w h i l e s t i l l a c c o u n t i n g f o r 9 0 % o f t h e t o t a l v a r i a n c e o f t h e o r i g i n a l d a t a s e t .
W i t h i n t h e r e d u c e d s p a c e o f P O D c o m p o n e n t s n o t e d xr , t h e H i g h e s t
D e n s i t y R e g i o n ( H D R ) b o x p l o t m e t h o d i s u s e d t o s u m m a r i z e t h e d a t a
s t a t i s t i c s a n d i n f e r n e w s w i r l e r g e o m e t r i e s — s e e S e c t i o n 2 . 4 . 1 . I n t h e
o r i g i n a l s p a c e t h e m e d i a n c u r v e c o r r e s p o n d s t o t h e m o s t p r o b a b l e s e t
o f v a l u e s t h a t d e f i n e s a s w i r l e r g e o m e t r y m a n u f a c t u r e d w i t h A M , w h i l e
t h e 5 0 % a n d 9 0 % H D R e x p r e s s t h e d a t a d i s p e r s i o n . T h e P D F e s t i m a t o r
a n d t h e H D R a l l o w i n f e r r i n g n e w r e a l i z a t i o n s t h a t a r e s t a t i s t i c a l l y r e l e v a n t
t o t h e o r i g i n a l d a t a s e t a n d c a n b e u s e d f o r t h e U Q a n a l y s i s . T h i s i s d o n e
i n t h e n e x t s e c t i o n .
1 1 . 4 G e n e r a t i o n o f D a t a s e t s
I n t h e 3 P O D - c o m p o n e n t s s p a c e d e f i n e d f r o m t h e e x p e r i m e n t a l d a t a b a s e ,
a s e t o f 3 0 p o i n t s w a s s a m p l e d f r o m a l o w d i s c r e p a n c y s e q u e n c e
o f S o b o l ’ ( s c r a m b l e d ) [ 4 1 , 1 2 7 ] w h i c h e n s u r e s a g o o d c o v e r a g e o f
l o w - d i m e n s i o n a l p a r a m e t e r s p a c e s . T h e 3 0 p o i n t s a r e p l o t t e d i n F i g -
u r e 1 1 . 1 0 i n 2 D c u t s o f t h e 3 D p a r a m e t e r s p a c e o f e a c h s w i r l e r s t a g e .
P a g e 1 3 1 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
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F i g u r e 1 1 . 9 – C o n t r i b u t i o n t o t h e e x p l a i n e d v a r i a n c e o f t h e f i r s t f o u r
m o d e s f o r t h e o u t e r c h a n n e l s ( s i m i l a r r e s u l t s f o r i n n e r c h a n n e l s a r e n o t
s h o w n ) . S u m m i n g t h e f i r s t t h r e e m o d e s o n l y ( i n b l u e ) a n d i g n o r i n g t h e
f o u r t h m o d e ( i n r e d ) c o r r e s p o n d s t o m o r e t h a n 9 0 % o f t h e v a r i a n c e o f
t h e o r i g i n a l d a t a s e t .
T h e P D F e s t i m a t o r s o b t a i n e d f o r e a c h P O D c o m p o n e n t a r e s h o w n i n
t h e p l o t s p l a c e d a l o n g t h e d i a g o n a l o f t h e f i g u r e .
( a ) I n n e r c h a n n e l s ( b ) O u t e r c h a n n e l s
F i g u r e 1 1 . 1 0 – B i v a r i a t e p r i n c i p a l c o m p o n e n t s c o r e p l o t s o f t h e 3 0 g e n -
e r a t e d s a m p l e s i n t h e r e d u c e d P O D p a r a m e t e r s p a c e s o f t h e i n n e r a n d
o u t e r s t a g e s . E a c h p o i n t c o r r e s p o n d s t o a c u r v e s a m p l e . P r o b a b i l i t y
d i s t r i b u t i o n s f o r e a c h c o m p o n e n t a r e s h o w n i n t h e d i a g o n a l p l o t s : l i n e s
r e p r e s e n t t h e k e r n e l P D F e s t i m a t o r a n d S h a d e d a r e a s a r e h i s t o g r a m s
( f r o m w h i c h a r e b a s e d t h e s c a l i n g o f t h e y - a x i s ) .
F i g u r e 1 1 . 1 1 s h o w s t h e 3 0 c u r v e s i n t h e i n i t i a l p a r a m e t e r s p a c e ( c h a n -
n e l d i m e n s i o n s ) c o r r e s p o n d i n g t o t h e i n v e r s e t r a n s f o r m o f t h e 3 0 g e n e r -
a t e d d a t a s e t s . I t c a n b e n o t e d t h a t 3 0 c u r v e s a r e w e l l d i s t r i b u t e d a r o u n d
t h e m e d i a n l i n e , i n s i d e t h e 9 0 % H D R , c o n f i r m i n g t h a t t h e s a m p l i n g i s
P a g e 1 3 2 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
1 1 . 5 . R E S U L T S A N D D I S C U S S I O N
( a ) I n n e r c h a n n e l s : din(i) ( b ) O u t e r c h a n n e l s : dou(i)
F i g u r e 1 1 . 1 1 – S t a t i s t i c s o f c h a n n e l d i m e n s i o n s : m e d i a n c u r v e ( b o l d
s o l i d l i n e ) a n d 5 0 % a n d 9 0 % H D R ( s h a d e d a r e a s ) . B l u e d a s h e d l i n e s
r e p r e s e n t t h e 3 0 g e n e r a t e d s a m p l e s .
s t a t i s t i c a l l y r e l e v a n t t o t h e o r i g i n a l d a t a s e t . T h u s t h i s m e t h o d i s a b l e t o
r e p r o d u c e s t a t i s t i c a l l y r e l e v a n t s c e n a r i o s o f s w i r l e r g e o m e t r i e s .
T h e n u m b e r o f s a m p l e s w a s c h o s e n t o m i n i m i z e t h e c o m p u t a t i o n a l
t i m e ( s e e S e c t i o n 1 1 . 2 ) . F r o m [ 7 6 ] , i t s h o u l d b e a t l e a s t 10ndim , w i t h ndim
t h e n u m b e r o f p a r a m e t e r s , l e a d i n g i n o u r c a s e t o 6 0 s a m p l e s . H o w e v e r ,
a s w e a r e i n t e r e s t e d i n s m a l l v a r i a t i o n s i n t h e p a r a m e t e r s p a c e t h e
v a r i a t i o n o f t h e q u a n t i t y o f i n t e r e s t ( p r e s s u r e l o s s ) i s n o t e x p e c t e d t o
r e q u i r e a s m a n y s a m p l e s a n d i t c a n b e s a i d w i t h c o n f i d e n c e t h a t 3 0
s i m u l a t i o n s a r e e n o u g h t o d e s c r i b e i t .
A l a r g e r i n i t i a l d a t a b a s e c o u l d r e v e a l e v e n m o r e c o r r e l a t i o n s b e t w e e n
t h e p a r a m e t e r s , a l l o w i n g t o f u r t h e r r e d u c e t h e n u m b e r o f p a r a m e t e r s .
W i t h t h e 5 d a t a s e t s u s e d h e r e , a l a r g e d i s p e r s i o n o f t h e d i f f e r e n t r e a l -
i z a t i o n s i s o b s e r v e d i n F i g . 1 1 . 1 1 a n d t h e r e i s n o r o o m f o r m o r e r e d u c t i o n .
S t i l l , i t i s c l e a r t h a t t h e 1 6 i n i t i a l p a r a m e t e r s o f t h e 5 d a t a s e t s a r e n o t
i n d e p e n d e n t , w h i c h i s e s s e n t i a l f o r t h e c u r r e n t s t u d y a s k e e p i n g a l l
1 6 p a r a m e t e r s i n d e p e n d e n t l y w o u l d h a v e r e q u i r e d a h u g e n u m b e r o f
s i m u l a t i o n s .
1 1 . 5 R e s u l t s a n d D i s c u s s i o n
F i g u r e 1 1 . 1 2 s h o w s t h e e v o l u t i o n o f t h e p r e s s u r e l o s s b y v a r y i n g t h e
c h a n n e l d i m e n s i o n s . A s t h e d e s i g n o f e x p e r i m e n t s c o n s i s t s o f 6 p a -
r a m e t e r s , t h e r e s p o n s e i s p r e s e n t e d i n a 2 - d i m e n s i o n a l p l o t w h e r e t h e
f i r s t m o d e s o f b o t h i n n e r a n d o u t e r c h a n n e l s a r e u s e d . I n d e e d t h e f i r s t
m o d e s c o n t r i b u t e t h e m o s t t o t h e v a r i a n c e o f t h e d a t a . I n F i g . 1 1 . 1 2 n o
c l u s t e r o f p o i n t s a p p e a r s a t a n y p a r t i c u l a r l e v e l o f p r e s s u r e d r o p a n d
t h e p r e s s u r e l o s s d i s t r i b u t i o n i s r e l a t i v e l y u n i f o r m a m o n g t h e s a m p l e s .
S u m m a r y s t a t i s t i c s a r e p r e s e n t e d i n T a b l e 1 1 . 2 a n d t h e p r o b a b i l i t y d i s t r i -
b u t i o n o f t h e e n s e m b l e i s s h o w n i n F i g . 1 1 . 1 3 . A l l t h e s e r e s u l t s i n d i c a t e
t h a t t h e r e s p o n s e o f t h e s y s t e m t o t h e s e g e o m e t r i c a l m o d i f i c a t i o n s i s
P a g e 1 3 3 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
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F i g u r e 1 1 . 1 2 – P r e s s u r e l o s s f u n c t i o n o f t h e f i r s t c o m p o n e n t s o f t h e
r e d u c e d s p a c e .
r a t h e r u n i f o r m : t h e g e o m e t r i c a l u n c e r t a i n t i e s a r e t r a n s m i t t e d t h r o u g h
t h e s y s t e m w i t h o u t a m p l i f i c a t i o n .
T a b l e 1 1 . 2 – S u m m a r y s t a t i s t i c s o f t h e p r e s s u r e d r o p o f t h e 3 0 L E S .
M e a n M e d i a n S t d M i n M a x
P r e s s u r e d r o p ( P a ) 4 1 2 8 4 1 3 3 6 5 4 0 2 0 4 2 6 0
A s a c o n s e q u e n c e o f t h i s u n i f o r m i t y w i t h n o c l e a r s t r u c t u r e , i t i s
d i f f i c u l t t o b u i l d a r e d u c e d m o d e l . S e v e r a l s u r r o g a t e m o d e l s t r a t e g i e s
a v a i l a b l e i n B A T M A N — s e e S e c t i o n 1 1 . 2 — s u c h a s G a u s s i a n p r o c e s s , p o l y -
n o m i a l c h a o s a n d R a d i a l B a s i s F u n c t i o n s w e r e t e s t e d , b u t n o n e o f t h e s e
m e t h o d s w e r e a b l e t o f i t t h e d a t a a n d i n f e r a s a t i s f a c t o r y r e s u l t . T h e r e -
p o r t e d q u a l i t y — a s s e s s e d b y L e a v e - o n e - o u t c r o s s v a l i d a t i o n [ 1 2 3 ] — w a s
n e g a t i v e , w h i c h i m p l i e s t h a t t h e t e s t e d s u r r o g a t e m o d e l s a r e w o r s e t h a n
a s i m p l e c o n s t a n t g u e s s .
T o f u r t h e r a n a l y s e t h e r e s u l t s , F i g . 1 1 . 1 4 s h o w s t h e v a r i a t i o n o f t h e
p r e s s u r e l o s s w i t h t h e t o t a l c h a n n e l s e c t i o n a r e a f o r e a c h s i m u l a t i o n .
A g a i n n o c l e a r p a t t e r n i s m a k i n g o u t . T h e s w i r l n u m b e r s — d e f i n i t i o n
f r o m M e r k l e [ 1 5 9 ] — f o r c a s e s w i t h m a x i m u m , m i n i m u m a n d m i d d l e v a l u e
o f p r e s s u r e d r o p a r e s u m m a r i z e d i n T a b l e 1 1 . 3 . I t i s i n t e r e s t i n g t o s e e
t h a t d e s p i t e p r e s s u r e d r o p v a r i a t i o n , t h e s w i r l n u m b e r w h i c h d r i v e s t h e
c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e f l o w s t a y s w i t h i n n e g l i g i b l e v a r i a t i o n c l o s e t o t h e
t h e o r e t i c a l v a l u e o f S = 0.76 i n a l l t h r e e c a s e s . T h e s e o b s e r v a t i o n s
a r e c o n f i r m e d b y t h e c o m p a r i s o n o f t h e m e a n a x i a l v e l o c i t y p r o f i l e s
P a g e 1 3 4 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
1 1 . 5 . R E S U L T S A N D D I S C U S S I O N
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F i g u r e 1 1 . 1 3 – P D F o f t h e p r e s s u r e l o s s o v e r t h e d a t a s e t ( b l a c k l i n e ) r e -
c o n s t r u c t e d u s i n g K D E . C r o s s e s r e p r e s e n t t h e s a m p l e s , a n d t h e s h a d e d
a r e a i s a h i s t o g r a m v i e w .
d o w n s t r e a m t h e n o z z l e e x i t c o m p a r e d w i t h P I V m e a s u r e m e n t f o r t h e
s a m e t h r e e c a s e s ( F i g . 1 1 . 1 5 ) . D e t a i l s a n d d i s c u s s i o n a b o u t P I V a r e
g i v e n i n D a v i l l e r e t a l . [ 5 3 ] . V e r y c l o s e c u r v e s a r e o b t a i n e d f o r t h e t h r e e
L E S a t t h e s h o w n p o s i t i o n s . T h i s m e a n s t h a t , i n a c c o r d a n c e w i t h t h e
u n c h a n g e d s w i r l n u m b e r , n o s i g n i f i c a n t c h a n g e o c c u r s i n t h e f l o w f i e l d
d o w n s t r e a m t h e n o z z l e . T h i s i s c o n f i r m e d b y t h e P S D o f m e a n a x i a l
v e l o c i t y a t t h e p l u g t i p i n F i g . 1 1 . 1 6 . E a c h s i m u l a t i o n e x h i b i t a k−5/3 s l o p e
o v e r a r a n g e o f f r e q u e n c y 5 · 103 ≤ f(Hz) ≤ 5 · 104, c h a r a c t e r i s t i c o f t h e
i n e r t i a l r a n g e o f t u r b u l e n t f l o w s .
A l l i n a l l , i t e n s u r e s t h a t t h e f l a m e w i l l b e s t a b l e e v e n t h o u g h t h e r e i s
a c h a n g e i n p r e s s u r e l o s s .
T a b l e 1 1 . 3 – S w i r l n u m b e r s f o r t h r e e d i f f e r e n t g e o m e t r i e s .
∆Pmiddle = 4145 Pa ∆Pmin = 4020 Pa ∆Pmax = 4260 Pa
S w i r l n u m b e r 0 . 7 6 0 9 0 . 7 5 8 2 0 . 7 6 3 9
A l t h o u g h t h e c o n s t r u c t i o n o f a s u r r o g a t e m o d e l i s n o t f e a s i b l e i n
t h i s c a s e , t h e p r e s e n t u n c e r t a i n t y a n a l y s i s h i g h l i g h t s t h e i n t r i n s i c a n d
c h a o t i c v a r i a b i l i t y o f a s e l f - c o m p e n s a t i o n m e c h a n i s m i n t h e g e n e r a t e d
s t a t i s t i c a l d a t a . T h i s c a n b e e x p l a i n e d b y : ( i ) t h e n a t u r e o f t h e g e o -
m e t r i c a l m o d i f i c a t i o n s , w h e r e s o m e c h a n n e l s a r e w i d e n e d w h i l e o t h e r s
a r e t i g h t e n e d , l i m i t i n g t h e o v e r a l l i m p a c t o n t h e p r e s s u r e l o s s ; a n d ( i i )
t h e a m p l i t u d e o f t h e s e m o d i f i c a t i o n s w h i c h i s v e r y s m a l l c o m p a r e d t o
t h e w i d t h o f t h e c h a n n e l s . I n d e e d , m a n u f a c t u r i n g d e f e c t s w e r e l i m i t e d
t o a m a x i m u m 2 % o f t h e c r o s s s e c t i o n a r e a o f a c h a n n e l , c o n s i s t e n t l y
w i t h r e a l o b s e r v a t i o n o f A M . N o t e t h a t i n s u c h s i t u a t i o n , t h e a b i l i t y o f
t h e s o l v e r t o r e s p o n d w i t h t h e c o r r e c t l y a d a p t e d p h y s i c s i s p a r a m o u n t .
T o c h e c k t h i s , t h e r e l a t i v e n u m e r i c a l e r r o r o n t h e p r e s s u r e d r o p w a s
e s t i m a t e d a n d f o u n d l e s s t h a n 1% w h i c h i s s u f f i c i e n t t o c a p t u r e w i t h a c -
P a g e 1 3 5 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 1 1 . U Q - D R I V E N R O B U S T D E S I G N A S S E S S M E N T O F A
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F i g u r e 1 1 . 1 4 – P r e s s u r e d r o p a s a f u n c t i o n o f t h e t o t a l c r o s s s e c t i o n
c h a n n e l a r e a . E a c h p o i n t r e p r e s e n t s a s a m p l e .

























F i g u r e 1 1 . 1 5 – M e a n a x i a l v e l o c i t y p r o f i l e s a t f o u r a x i a l l o c a t i o n s ( f r o m
l e f t t o r i g h t x = 1, 2, 3, 4 mm) o b t a i n e d w i t h L E S a n d i n t h e e x p e r i m e n t a l
s e t u p ( b l a c k c i r c l e s ) . D o t t e d l i n e s ∆Pmiddle = 4145 Pa, d a s h e d - d o t t e d
l i n e s ∆Pmin = 4020 Pa, d a s h e d l i n e s ∆Pmax = 4260 Pa.
c u r a c y t h e p r e s s u r e d r o p i n d u c e d v a r i a t i o n b y g e o m e t r i c a l m o d i f i c a t i o n
o f t h e o r d e r o f ' 5%. T h u s , t h e s o l v e r a c c u r a c y i s s u f f i c i e n t a n d t h e
r e s u l t s a r e c o n s i d e r e d r e l i a b l e .
1 1 . 6 S u m m a r y
T h e p u r p o s e o f t h i s w o r k w a s t o p e r f o r m a n U n c e r t a i n t y Q u a n t i f i c a t i o n
( U Q ) s t u d y o f a s w i r l e r g e o m e t r y . M o r e p r e c i s e l y , t h i s s t u d y f o c u s e d
o n g e o m e t r y d e v i a t i o n s d u e t o A d d i t i v e M a n u f a c t u r i n g ( A M ) a n d t h e i r
P a g e 1 3 6 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
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F i g u r e 1 1 . 1 6 – P o w e r s p e c t r a l d e n s i t y o f a x i a l v e l o c i t y f l u c t u a t i o n s f o r
t h r e e d i f f e r e n t g e o m e t r i e s a t t h e p l u g t i p .
e f f e c t s o n t h e p r e s s u r e l o s s . A s t h e n u m b e r o f p a r a m e t e r s r e q u i r e d t o
c h a r a c t e r i z e t h e c o n f i g u r a t i o n w a s h i g h , a P r i n c i p a l C o m p o n e n t A n a l y s i s
( P O D ) w a s u s e d , a l l o w i n g t o c u t d o w n t h e n u m b e r o f p a r a m e t e r s f r o m 1 6
t o 6 i n d e p e n d e n t v a r i a b l e s . S t a t i s t i c a n a l y s i s b a s e d o n H i g h e s t D e n s i t y
R e g i o n ( H D R ) h i g h l i g h t e d t h e n o n - i n d e p e n d e n c e o f t h e g e o m e t r i c a l
p a r a m e t e r s a n d t h u s t h e i m p a c t o f A M . T h a n k s t o a m e s h a d a p t a t i o n
s t r a t e g y , a s e t o f 3 0 d i f f e r e n t s t a t i s t i c a l l y r e p r e s e n t a t i v e c a s e s w a s
a c c u r a t e l y s i m u l a t e d w i t h L a r g e E d d y S i m u l a t i o n s ( L E S ) . T h e u n c e r t a i n t y
a n a l y s i s t h e n l e d t o a n o v e r a l l v i e w o f t h e v a r i a t i o n o f t h e p r e s s u r e d r o p
i n d u c e d b y g e o m e t r y c h a n g e s . R e s u l t s s h o w t h a t s l i g h t d i s c r e p a n c i e s i n
t h e s w i r l e r c h a n n e l d i m e n s i o n s l e a d t o s l i g h t d i f f e r e n c e s i n t h e p r e s s u r e
l o s s , w i t h o u t a m p l i f i c a t i o n o r d a m p i n g . T h i s c o n c l u s i o n a l s o h o l d s f o r
t h e f l o w , a s s h o w n b y t h e c o m p a r i s o n o f t h e s w i r l n u m b e r s a n d v e l o c i t y
p r o f i l e s . T h i s i s a c r i t i c a l i n f o r m a t i o n f o r e n g i n e m a n u f a c t u r e r s , a s i t
m e a n s t h a t A M w i l l n o t a f f e c t t h e f l o w e x i t i n g t h e s w i r l e r a n d t h e s t a b i l i t y
o f t h e f l a m e d e v e l o p i n g d o w n s t r e a m .
T h e a n a l y s i s o f t h e i n t r i n s i c v a r i a b i l i t y o f t h e s y s t e m d i d n o t e x h i b i t
a n y n o t i c e a b l e p a t t e r n . A s a c o n s e q u e n c e , n o s u r r o g a t e m o d e l c o u l d
b e b u i l t . T h i s i s e x p l a i n e d b y t h e n a t u r e o f t h e m o d i f i c a t i o n s a n d m o s t
i m p o r t a n t l y b y t h e i r a m p l i t u d e . A u g m e n t i n g t h e r a n g e o f v a r i a b i l i t y i n
t h e s y s t e m , e x p l o r i n g f o r e x a m p l e o t h e r d e s i g n s , w o u l d i n c r e a s e t h e
i m p a c t o n t h e p r e s s u r e l o s s .
T h e U Q m e t h o d u s e d i n t h i s w o r k , c o m b i n i n g d a t a r e d u c t i o n a n d
h i g h - f i d e l i t y L E S , p a v e s t h e w a y f o r s y s t e m a t i c u n c e r t a i n t y s t u d i e s i n t h e
d e s i g n p h a s e o f i n d u s t r i a l s y s t e m s t o t a k e i n t o a c c o u n t m a n u f a c t u r i n g
d e f e c t s . T h i s m a y l e a d t o t h e d e t e r m i n a t i o n o f o p t i m i z e d m a n u f a c t u r i n g
t o l e r a n c e s , a n d f i n a l l y t o s i g n i f i c a n t c o s t s a v i n g .
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1 2 | O p t i m i z a t i o n o f H e l i c a l l y R o u g h -
e n e d H e a t E x c h a n g e r
L ’ a u g m e n t a t i o n a r t i f i c i e l l e d e l a r u g o s i t é d e s s u r f a c e s
i n t e r n e s d e s é c h a n g e u r s d e c h a l e u r e s t u n e m é t h o d e p a s -
s i v e e t e f f i c a c e p o u r a m é l i o r e r l ’ e f f i c a c i t é d u t r a n s f e r t d e
c h a l e u r , c e q u i a c o n d u i t à d e n o m b r e u s e s c o n c e p t i o n s . L e
c h o i x d ’ u n e f o r m e d e r u g o s i t é s p é c i f i q u e d é p e n d d u r é g i m e
d ’ é c o u l e m e n t , d e s p r o p r i é t é s d u f l u i d e e t p e u t d é p e n d r e d e
l ’ a p p l i c a t i o n d u d i s p o s i t i f . M a i s c e p r o c é d é i n d u i t t o u j o u r s
u n e a u g m e n t a t i o n d e l a p e r t e d e c h a r g e q u i n u i t à l ’ e f f i c a c i t é
g l o b a l e d e l ’ é c h a n g e u r d e c h a l e u r e t d o i t ê t r e l i m i t é e .
E n r a i s o n d e l a g r a n d e v a r i é t é d e f o r m e s d e r u g o s i t é p o s -
s i b l e s , t o u t e s l e s g é o m é t r i e s n e p e u v e n t p a s ê t r e t e s t é e s
e x p é r i m e n t a l e m e n t o u n u m é r i q u e m e n t e t l e s f o r m e s d e r u -
g o s i t é o p t i m a l e s p o u r l e s é c h a n g e u r s d e c h a l e u r r e s t e n t i n -
c o n n u e s à c e j o u r . L ’ o b j e c t i f d e c e t r a v a i l e s t d e t r o u v e r u n e
f o r m e d e r u g o s i t é o p t i m a l e p o u r l e s a p p l i c a t i o n s d ’ é c h a n -
g e u r s d e c h a l e u r i n d u s t r i e l s . D e s s é r i e s d e S G E s o n t u t i l i s é e s
p o u r c o n s t r u i r e u n m o d è l e d e s u b s t i t u t i o n ( G P ) f i a b l e r e -
p r é s e n t a t i f d e l ’ e f f i c a c i t é d e l ’ é c h a n g e u r d e c h a l e u r p o u r
d i f f é r e n t e s f o r m e s d e r u g o s i t é . C e m o d è l e d e s u b s t i t u t i o n
a p e r m i s d e p r é d i r e u n e c o n c e p t i o n o p t i m a l e , c e q u i p e r -
m e t d e c o m p r e n d r e l e c o m p o r t e m e n t c o m p l e x e d e l ’ é c o u l e -
m e n t a b o u t i s s a n t à u n i m p o r t a n t t r a n s f e r t t h e r m i q u e e t à u n e
p e r t e d e p r e s s i o n l i m i t é e . L ’ u n e d e s p r i n c i p a l e s c o n c l u s i o n s
d e c e t t e a n a l y s e e s t q u e l ’ e f f e t d ’ i n t e r a c t i o n e n t r e l e p a s
d e s n e r v u r e s e t l e r a p p o r t d e s é p a r a t i o n e n t r e c e l l e s - c i e s t
i m p o r t a n t .
L e c h a p i t r e e s t c o n ç u c o m m e s u i t : S e c t i o n 1 2 . 2 p r é s e n t e
l a m é t h o d o l o g i e n u m é r i q u e u t i l i s é e p o u r l a s i m u l a t i o n d e
l ’ é c o u l e m e n t t u r b u l e n t c h a u f f é . E n p a r t i c u l i e r , l a g é o m é t r i e
d e l a s u r f a c e i n t e r n e d u t u b e , l a m é t h o d e d e m a i l l a g e , l e s
é q u a t i o n s g o u v e r n a n t e s e t l a f o n c t i o n o b j e c t i v e à o p t i m i s e r
s o n t p r é s e n t é e s . A p r è s c e t t e p r é s e n t a t i o n m é t h o d o l o g i q u e ,
S e c t i o n 1 2 . 3 p r é s e n t e l e s r é s u l t a t s d e l a p r o c é d u r e d ’ o p t i -
m i s a t i o n c o n d u i s a n t à u n e p r e m i è r e g é o m é t r i e d e t u b e à
n e r v u r e s d i s c o n t i n u e s o p t i m a l e , e t é t u d i e p l u s e n d é t a i l l a
d y n a m i q u e d ’ é c o u l e m e n t e t l e c o m p o r t e m e n t t h e r m i q u e à
l ’ i n t é r i e u r . E n f i n , S e c t i o n 1 2 . 4 r é s u m a n t l a c o n t r i b u t i o n a i n s i
q u e l e s o r i e n t a t i o n s p o s s i b l e s d e c e t r a v a i l .
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1 2 . 1 I n t r o d u c t i o n
AR T I F I C I A L L Y i n c r e a s i n g t h e r o u g h n e s s o f h e a t e x c h a n g e r i n n e rs u r f a c e s i s a p a s s i v e a n d e f f i c i e n t m e t h o d t o i m p r o v e t h e h e a t
t r a n s f e r e f f i c i e n c y , w h i c h h a s l e d t o n u m e r o u s i n t e r n a l d e s i g n s . T h e
c h o i c e o f a s p e c i f i c r o u g h n e s s d e s i g n d e p e n d s o n t h e f l o w r e g i m e ,
t h e f l u i d p r o p e r t i e s a n d m i g h t d e p e n d o n t h e d e v i c e a p p l i c a t i o n . T h i s
m e t h o d h o w e v e r a l w a y s i n d u c e s a n i n c r e a s e i n p r e s s u r e l o s s w h i c h i s
d e t r i m e n t a l t o t h e h e a t e x c h a n g e r g l o b a l e f f i c i e n c y a n d n e e d s t o b e
l i m i t e d .
I n t h i s c o n t e x t , n u m e r o u s e x p e r i m e n t a l s t u d i e s h a v e i n v e s t i g a t e d v a r -
i o u s t u r b u l e n c e p r o m o t e r g e o m e t r i e s , s u c h a s t r a n s v e r s e r i b s [ 2 3 4 , 1 9 ]
o r h e l i c a l r i b s [ 8 4 , 2 2 6 , 4 3 , 1 5 7 ] . M o r e c o m p l e x t h r e e - d i m e n s i o n a l g e -
o m e t r i e s w e r e a l s o i n v e s t i g a t e d s u c h a s d i m p l e d t u b e s [ 2 2 7 ] . G a r c i a e t
a l . [ 8 2 ] c o m p a r e d t h e b e h a v i o u r o f c o r r u g a t e d t u b e s , d i m p l e d t u b e s
a n d w i r e c o i l s , c o n c l u d i n g t o a l a r g e r i m p a c t o f t h e i n t e r n a l g e o m e t r y
o n t h e p r e s s u r e d r o p t h a n o n t h e h e a t t r a n s f e r . T h e y a l s o h i g h l i g h t e d
t h a t b e t t e r e f f i c i e n c i e s a r e r e a c h e d w i t h h e l i c a l l y c o r r u g a t e d t u b e s a n d
d i m p l e d c o i l s f o r R e y n o l d s n u m b e r g r e a t e r t h a n 2 0 0 0 , w h i c h a r e g e -
o m e t r i e s c o m p a r a b l e t o h e l i c a l l y c o n t i n u o u s a n d d i s c o n t i n u o u s r i b b e d
t u b e s r e s p e c t i v e l y . T h i s r e s u l t m o t i v a t e s f u r t h e r i n v e s t i g a t i o n o n t h e
o p t i m a l d i s c o n t i n u o u s h e l i c a l r i b s h a p e i n t h e c u r r e n t w o r k . B a s e d o n
t h o s e s t u d i e s , e m p i r i c a l c o r r e l a t i o n s f o r t h e p r e d i c t i o n o f f r i c t i o n a n d
h e a t t r a n s f e r e f f i c i e n c y i n r o u g h e n e d h e a t e x c h a n g e r s c a n b e f o u n d
i n t h e l i t e r a t u r e . I n p a r t i c u l a r , c o r r e l a t i o n s f o r s i m p l e , 2 D r o u g h n e s s
g e o m e t r i e s s u c h a s t r a n s v e r s e r i b s o r h e l i c a l r i b s p r e d i c t q u i t e a c c u -
r a t e l y t h e h e a t e x c h a n g e r e f f i c i e n c i e s i n a s p e c i f i c r a n g e o f o p e r a t i n g
c o n d i t i o n s a n d f l u i d p r o p e r t i e s t h a n k s t o n u m e r o u s e x p e r i m e n t a l i n v e s t i -
g a t i o n s . H o w e v e r , b e c a u s e o f t h e v e r y w i d e p o s s i b l e r o u g h n e s s s h a p e s ,
o p e r a t i n g c o n d i t i o n s a n d f l u i d p r o p e r t i e s , e m p i r i c a l c o r r e l a t i o n s a r e n o t
r e l i a b l e e n o u g h t o g i v e t h e b e s t s u i t e d h e a t e x c h a n g e r g e o m e t r y g i v e n
a s p e c i f i c i n d u s t r i a l a p p l i c a t i o n , o r m i g h t b e n o n e x i s t e n t w h e n c o n s i d -
e r i n g c o m p l e x 3 D r o u g h n e s s s h a p e s s u c h a s h e l i c a l l y d i s c o n t i n u o u s
r i b s .
N u m e r i c a l s i m u l a t i o n s o f r o u g h e n e d h e a t e d t u b e s i s a l e s s e x p e n -
s i v e a l t e r n a t i v e f o r t h e i n v e s t i g a t i o n o f h e a t e x c h a n g e r e f f i c i e n c i e s .
R e y n o l d s - A v e r a g e d N a v i e r - S t o k e s ( R A N S ) s i m u l a t i o n s a r e h e a v i l y u s e d
f o r t h i s p u r p o s e , a n d v a r i o u s s i m u l a t i o n s o f r i b b e d t u b e s c a n b e f o u n d i n
t h e l i t e r a t u r e [ 1 4 4 , 2 1 3 , 1 4 6 , 1 6 9 , 1 0 3 , 1 4 3 , 1 2 1 , 1 2 0 , 1 9 4 , 1 9 5 , 1 1 6 , 6 6 ,
1 6 , 1 4 9 ] . R e c e n t l y , L a r g e E d d y S i m u l a t i o n s ( L E S ) h a v e b e e n i n t r o d u c e d
f o r t h e s i m u l a t i o n o f r i b b e d h e a t e x c h a n g e r s [ 1 1 3 , 2 2 9 , 2 2 8 , 2 4 1 , 3 9 ] .
B e i n g m o r e p r e d i c t i v e t h a n R A N S , L E S a p p e a r s a s a m o r e r e l i a b l e t o o l f o r
t h e i n v e s t i g a t i o n o f p r e s s u r e l o s s a n d h e a t t r a n s f e r i n a h e a t e x c h a n g e r .
B e c a u s e o f t h e w i d e v a r i e t y o f p o s s i b l e r o u g h n e s s s h a p e s , a l l g e -
o m e t r i e s c a n n o t b e e x p e r i m e n t a l l y o r n u m e r i c a l l y t e s t e d a n d o p t i m a l
r o u g h n e s s s h a p e s f o r h e a t e x c h a n g e r s r e m a i n u n k n o w n t o t h i s d a y . T h e
o b j e c t i v e o f t h i s w o r k i s t o f i n d a n o p t i m a l r o u g h n e s s s h a p e f o r i n d u s t r i a l
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h e a t e x c h a n g e r s a p p l i c a t i o n s . S e r i e s o f L E S a r e u s e d i n a d d i t i o n t o G a u s -
s i a n P r o c e s s r e g r e s s i o n [ 1 8 8 ] t o c o n s t r u c t a r e l i a b l e s u r r o g a t e m o d e l
r e p r e s e n t a t i v e o f t h e h e a t e x c h a n g e r e f f i c i e n c y f o r v a r i o u s r o u g h n e s s
s h a p e s . T h i s s u r r o g a t e m o d e l l e a d t o t h e p r e d i c t i o n o f a n o p t i m a l d e -
s i g n , w h i c h e n a b l e s t o u n d e r s t a n d t h e c o m p l e x f l o w b e h a v i o u r r e s u l t i n g
i n i m p o r t a n t h e a t t r a n s f e r a n d l i m i t e d p r e s s u r e l o s s .
T h e c h a p t e r i s t a i l o r e d a s f o l l o w s ; S e c t i o n 1 2 . 2 s t a r t s w i t h a p r e s e n -
t a t i o n o f t h e n u m e r i c a l m e t h o d o l o g y u s e d f o r t h e s i m u l a t i o n o f t u r b u l e n t
h e a t e d f l o w i n s i d e v a r i o u s i n t e r n a l l y r i b b e d h e a t e x c h a n g e r . I n p a r t i c u l a r ,
t h e t u b e i n n e r s u r f a c e g e o m e t r y , t h e m e s h i n g m e t h o d , t h e g o v e r n i n g
e q u a t i o n s a n d t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n t o o p t i m i z e a r e p r e s e n t e d . A f t e r
t h i s m e t h o d o l o g i c a l p r e s e n t a t i o n , S e c t i o n 1 2 . 3 p r e s e n t s t h e r e s u l t s o f
t h e o p t i m i z a t i o n p r o c e d u r e l e a d i n g t o a f i r s t o p t i m a l d i s c o n t i n u o u s l y
r i b b e d t u b e g e o m e t r y , a n d i n v e s t i g a t e s m o r e i n d e t a i l t h e f l o w d y n a m i c s
a n d t h e t h e r m a l b e h a v i o u r i n s i d e i t . F i n a l l y , S e c t i o n 1 2 . 4 p u t a c l o s u r e t o
t h i s w o r k b y s u m m a r i z i n g i t s c o n t r i b u t i o n a l o n g w i t h p o t e n t i a l d i r e c t i o n s
f o r f u t u r e w o r k s o r a p p l i c a t i o n s .
1 2 . 2 C a s e D e s c r i p t i o n
1 2 . 2 . 1 G e o m e t r i c a l a n d M e s h i n g C o n s i d e r a t i o n s
S i m u l a t e d r e a c t o r s a r e t u b u l a r g e o m e t r i e s , w i t h a s i n g l e - s t a r t e d h e l i c a l
r i b a d d e d o n t h e i n n e r s u r f a c e w h i c h c o n s t i t u t e s t h e a r t i f i c i a l r o u g h n e s s
r e s p o n s i b l e f o r t h e h e a t t r a n s f e r e n h a n c e m e n t . F i g u r e 1 2 . 1 r e p r e s e n t s
a n e x a m p l e o f s i m u l a t e d r i b b e d r e a c t o r g e o m e t r y . F o r c o m p a r i s o n
p u r p o s e , a l l r e a c t o r s h a v e a n i d e n t i c a l d i a m e t e r D = 38.1 m m . T h e r i b
h a s a r o u n d e d s h a p e , i l l u s t r a t e d o n F i g . 1 2 . 2 , w i t h a f l o o r w i d t h w e q u a l t o
3 . 2 8 6 4 t i m e s t h e r i b h e i g h t e, s o w = 3.2864× e. T h e r i b c r o s s - s e c t i o n i s
t h e n f u l l y c h a r a c t e r i z e d o n l y b y i t s h e i g h t e. I n a d d i t i o n t o e, a n i m p o r t a n t
g e o m e t r i c a l p a r a m e t e r f o r t h e r i b s h a p e i s t h e r i b p i t c h p. B o t h e a n d
p a r e u n c e r t a i n g e o m e t r i c a l p a r a m e t e r s f o r t h e o p t i m i z a t i o n p r o c e s s .
N o t e t h a t i n t h i s s t u d y t h e p i t c h - t o - h e i g h t r a t i o p/e a l w a y s r e m a i n s
l a r g e r t h a n 8 . A l l r i b b e d r e a c t o r g e o m e t r i e s t h e n b e l o n g t o t h e K - t y p e
r o u g h n e s s ( p/e > 4) f o l l o w i n g t h e c l a s s i f i c a t i o n i n t r o d u c e d i n [ 1 1 0 , 1 6 5 ] .
K - t y p e r o u g h n e s s i s k n o w n t o g r e a t l y a f f e c t t h e b u l k f l o w a n d e n h a n c e
h e a t t r a n s f e r . A s s t a t e d b y P e r r y [ 1 7 6 ] , K - t y p e r o u g h n e s s o p p o s e s t o
D - t y p e r o u g h n e s s ( p/e < 4) f o r w h i c h t h e r i b s a r e s o c l o s e l y s p a c e d
t h a t t h e e d d y s h e d d i n g f r o m t h e r o u g h n e s s e l e m e n t h a s l i t t l e i m p a c t
o n t h e b u l k f l o w , w h i c h d e c r e a s e s h e a t t r a n s f e r . A s h i g h l i g h t e d b y t h e
e x p e r i m e n t a l w o r k o f R a v i g u r u r a j a n e t a l . [ 1 8 9 ] , t h e s h a p e o f t h e r i b
c r o s s - s e c t i o n o n l y h a s l i t t l e i n f l u e n c e o n t h e h e a t t r a n s f e r e n h a n c e m e n t
c o m p a r e d t o i t s h e i g h t a n d p i t c h , j u s t i f y i n g a c o n s t a n t r o u n d e d s h a p e i n
t h e c u r r e n t w o r k . D i s c o n t i n u i t i e s a r e i n c l u d e d i n t h e r i b a s a g e o m e t r i c a l
p a r a m e t e r t o o p t i m i z e . S i z e a n d p o s i t i o n s o f t h e r i b d i s c o n t i n u i t i e s a r e
f u l l y c h a r a c t e r i z e d b y t h e n u m b e r o f d i s c o n t i n u i t i e s p e r r i b p i t c h ND a n d
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C H A P T E R 1 2 . O P T I M I Z A T I O N O F H E L I C A L L Y R O U G H E N E D H E A T
E X C H A N G E R
t h e l e n g t h o f t h e d i s c o n t i n u i t y r e l a t i v e t o t h e l e n g t h o f t h e r e m a i n i n g r i b ,
c a l l e d t h e e m p t i n e s s r a t i o Er . ND a n d Er a r e a l s o u n c e r t a i n g e o m e t r i c a l
p a r a m e t e r s t o o p t i m i z e , m a k i n g t h e t o t a l n u m b e r o f i n p u t g e o m e t r i c a l
p a r a m e t e r s t o o p t i m i z e e q u a l t o 4 .
F i g u r e 1 2 . 1 – G e o m e t r y o f a n h e l i c a l l y r i b b e d t u b e r e a c t o r . 3 p i t c h e s a r e
r e p r e s e n t e d .
e = 2.13 mm
w = 7.0 mmw = 3.2864⇥ e
F i g u r e 1 2 . 2 – I l l u s t r a t i o n o f t h e r o u n d e d r i b c r o s s - s e c t i o n .
T h e c o m p u t a t i o n a l d o m a i n s c o n s i s t i n o n e p i t c h l o n g p e r i o d i c t u b e s ,
a s p e r i o d i c t u b e s h a v e b e e n u s e d f o r l o n g t o s t u d y s t e a d y t u r b u l e n t
f l o w s a n d p r o v e d t o g i v e a c c u r a t e r e s u l t s [ 1 9 3 , 1 2 2 , 1 1 1 ] , i n c l u d i n g f o r
h e l i c a l l y r i b b e d t u b e s [ 3 9 ] . P r e v i o u s w o r k s o n h e l i c a l l y r i b b e d t u b e s
u s i n g p e r i o d i c c o n d i t i o n s [ 2 4 1 , 3 9 ] s h o w e d t h a t t h e r e s u l t d o e s n o t
d e p e n d o n t h e n u m b e r o f p e r i o d i c p a t t e r n s t h a t a r e c o m p u t e d , a s
t u r b u l e n t s t r u c t u r e s a r e a l w a y s f o u n d s m a l l e r t h a n t h e r i b p i t c h , e v e n
f o r s m a l l e r p i t c h - t o - d i a m e t e r r a t i o s p/D t h a n s t u d i e d i n t h e c u r r e n t
w o r k . F o l l o w i n g t h e n u m e r i c a l m e t h o d o l o g y v a l i d a t e d b y C a m p e t e t a l .
[ 3 9 ] f o r s t e a d y t u r b u l e n t f l o w s i n s i m i l a r g e o m e t r i e s , t h e m e s h e s a r e
f u l l y u n s t r u c t u r e d a n d c o n s t i t u t e d o f t e t r a h e d r a l c e l l s . B e c a u s e o f t h e
c o m p l e x f l o w b e h a v i o u r , i n p a r t i c u l a r i n t h e n e a r - w a l l r e g i o n , d u e t o t h e
p r e s e n c e o f t h e r i b , n o w a l l l a w i s a p p l i e d . C o n s e q u e n t l y i t h a s b e e n
c h o s e n t o s y s t e m a t i c a l l y r e f i n e t h e g r i d i n t h e n e a r - w a l l r e g i o n a n d i n
t h e r i b v i c i n i t y , a s s h o w n o n F i g . 1 2 . 3 . T h e i n f l u e n c e o f t h e d i s t a n c e t o
t h e w a l l f o r t h e f i r s t g r i d p o i n t o n t u r b u l e n t f l o w f o r t h i s k i n d o f g e o m e t r y
w a s f i r s t i n v e s t i g a t e d b y Z h u [ 2 4 1 ] , d e m o n s t r a t i n g t h a t a d i m e n s i o n l e s s
w a l l r e s o l u t i o n y+ = yuτ/ν ≈ 10 g i v e s g o o d r e s u l t s a n d s a v e s a l o t o f
c o m p u t a t i o n a l t i m e w h e n c o m p a r e d t o f i n e r g r i d r e s o l u t i o n s ( y+ ≈ 1) .
A s a l l s i m u l a t i o n s a r e p e r f o r m e d a t s i m i l a r R e y n o l d s n u m b e r , a w a l l
d i s t a n c e o f t h e f i r s t g r i d p o i n t a w a y f r o m t h e w a l l y = 0.323 m m i s
i m p o s e d b e t w e e n t w o r i b s i n a l l s i m u l a t i o n s , h o l d i n g a w a l l r e s o l u t i o n
y+ ≈ 10, d e s p i t e t h e n u m e r o u s s i m u l a t e d g e o m e t r i e s . B e c a u s e o f
t h e e x p e c t e d f l o w a c c e l e r a t i o n o f t h e f l u i d i n t h e r i b v i c i n i t y , t h e c e l l
s i z e i s t w i c e s m a l l e r o n t h e r i b s u r f a c e t o e n s u r e t h e s a m e r e s o l u t i o n
c r i t e r i o n . T h e c e l l s i z e i s p r o g r e s s i v e l y i n c r e a s e d t o w a r d t h e c e n t r e l i n e
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o f e a c h c o m p u t a t i o n a l d o m a i n . F i n a l l y , t h e s m a l l e s t c e l l v o l u m e i s f i x e d
t o 2.0 × 10−13 m 3 i n a l l c o m p u t a t i o n a l d o m a i n s i n o r d e r t o c o n t r o l t h e
c o m p u t a t i o n a l t i m e s t e p . D e p e n d i n g o n t h e s i m u l a t e d g e o m e t r y , o n e
m e s h i s c o n s t i t u t e d o f 2 t o 6 m i l l i o n n o d e s . E a c h s i m u l a t i o n i s f i r s t r u n f o r
a p p r o x i m a t e l y 5 0 c o n v e c t i v e t i m e s τconv = pUb b e f o r e t h e f l o w s t a t i s t i c s
a r e g a t h e r e d i n o r d e r t o r e a c h s t e a d y s t a t e a n d t h e n t h e a v e r a g i n g o f
t h e f l o w i s p e r f o r m e d o n a p p r o x i m a t e l y 1 0 0 m o r e c o n v e c t i v e t i m e s τc.
T h e c o r r e s p o n d i n g m e a n C P U t i m e o f o n e s i m u l a t i o n i s a b o u t 45, 000





F i g u r e 1 2 . 3 – E x a m p l e o f a m e s h c u t i n t h e Z - n o r m a l p l a n e f o r ( a ) a f u l l
c o m p u t a t i o n a l d o m a i n a n d ( b ) a d e t a i l o f t h e n e a r - w a l l r e g i o n .
1 2 . 2 . 2 N u m e r i c a l S e t - U p
A s i n C h a p t e r 1 0 , t h e s i m u l a t i o n s h a v e b e e n p e r f o r m e d u s i n g t h e A V B P
s o l v e r . F o r c o m p a r i s o n p u r p o s e , a l l g e o m e t r i e s a r e c o m p u t e d f o r t h e
s a m e f l o w r e g i m e Re = UbD/ν = 76800, w i t h Ub t h e b u l k v e l o c i t y , D
t h e p i p e d i a m e t e r a n d ν t h e v i s c o s i t y o f t h e f l u i d . B u l k v e l o c i t y Ub
a n d b u l k t e m p e r a t u r e Tb a r e s e t c o n s t a n t a n d s i m i l a r i n a l l g e o m e t r i e s ,
e n s u r i n g s i m i l a r v i s c o s i t y a n d R e y n o l d s n u m b e r . A n o - s l i p c o n d i t i o n
i s i m p o s e d a t t h e w a l l s . M o r e o v e r , a s p a t i a l l y a n d t e m p o r a l l y c o n s t a n t
w a l l h e a t f l u x i s i m p o s e d a t t h e w a l l s , p r o v i d i n g h e a t t o t h e f l u i d . I n
o r d e r t o c o m p a r e a l l g e o m e t r i e s a t s i m i l a r o p e r a t i n g c o n d i t i o n s , a l l
s i m u l a t e d h e a t e x c h a n g e r s r e c e i v e t h e s a m e a m o u n t o f h e a t p e r m e t r e ,
t h e i m p o s e d w a l l h e a t f l u x b e i n g s c a l e d b y t h e w a l l s u r f a c e . T h e t o t a l
P a g e 1 4 3 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
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F l o w Re Ub Tb ν Φw
p a r a m e t e r [ - ] [ m / s ] [ K ] [ m
2
/ s ] [ W / m ]
V a l u e 7 6 , 8 0 0 1 1 0 1 1 5 0 5 . 4 6 ×10−5 9 , 5 7 6
T a b l e 1 2 . 1 – O p e r a t i n g c o n d i t i o n s c o m m o n t o a l l s i m u l a t i o n s .
G e o m e t r i c a l M i n i m a l M a x i m a l
P a r a m e t e r v a l u e v a l u e
e [ m m ] 0 . 5 4 . 5
p [ m m ] 4 0 1 6 0
ND [ - ] 0 5
Er [ - ] 0 . 2 0 0 . 8 0
T a b l e 1 2 . 2 – G e o m e t r i c a l p a r a m e t e r s t o o p t i m i z e a n d t h e i r m i n i m a l a n d
m a x i m a l c o n s i d e r e d v a l u e s .
h e a t p r o v i d e d t o t h e f l u i d Φw i s s e t e q u a l t o 9, 576 W / m i n a l l g e o m e t r i e s ,
w h i c h c o r r e s p o n d t o a w a l l h e a t f l u x o f 80, 000 W / m 2 i n a s m o o t h t u b e o f
d i a m e t e r D . T h e o p e r a t i n g c o n d i t i o n s a n d t h e f l u i d p r o p e r t i e s h a v e b e e n
c h o s e n t o b e r e p r e s e n t a t i v e o f t h e t h e r m a l c r a c k i n g p r o c e s s . T h e y a r e
s u m m a r i z e d i n T a b l e 1 2 . 1 .
I n t h e s e p e r i o d i c c o n f i g u r a t i o n s , a n a r t i f i c i a l s o u r c e t e r m Sqdm i s
a d d e d t o t h e m o m e n t u m e q u a t i o n , t o g e t h e r w i t h i t s w o r k c o u n t e r p a r t
u× Sqdm i n t h e e n e r g y e q u a t i o n , t o c o m p e n s a t e t h e p r e s s u r e l o s s a n d
e n s u r e a c o n s t a n t f l o w m o t i o n i n s i d e t h e d o m a i n . Sqdm i s u n i f o r m l y
i m p o s e d i n t h e e n t i r e d o m a i n t o a v o i d a r t i f i c i a l p e r t u r b a t i o n s a n d i t s
v a l u e i s d y n a m i c a l l y a d a p t e d t o t h e f l o w c o n d i t i o n s i n o r d e r t o r e a c h
t h e t a r g e t e d m a s s f l o w r a t e . S i m i l a r l y , a s a h e a t f l u x i s i m p o s e d a t t h e
w a l l , a n e n e r g y s o u r c e t e r m Se i s a d d e d t o t h e e n e r g y e q u a t i o n , w h i c h
b a l a n c e s t h e h e a t p r o v i d e d t o t h e w a l l t o k e e p t h e b u l k t e m p e r a t u r e
c o n s t a n t .
1 2 . 2 . 3 O p t i m i z a t i o n P r o b l e m
T h e o b j e c t i v e o f t h i s s t u d y b e i n g t h e g e o m e t r i c a l o p t i m i z a t i o n o f t h e
h e l i c a l r i b f o r h e a t e x c h a n g e r a p p l i c a t i o n s , s e v e r a l g e o m e t r i c a l p a r a m e -
t e r s r e l a t e d t o t h e r i b a r e u n c e r t a i n a n d c o n s t i t u t e t h e o p t i m i z a t i o n i n p u t
p a r a m e t e r s . A l l g e o m e t r i c a l p a r a m e t e r s t o o p t i m i z e a r e s u m m a r i z e d
i n T a b l e 1 2 . 2 , w i t h t h e i r c o r r e s p o n d i n g m i n i m u m a n d m a x i m u m v a l u e s
i n v e s t i g a t e d i n t h i s w o r k . M a x i m a l v a l u e s f o r p a n d ND w e r e s e l e c t e d
i n o r d e r t o k e e p t h e c o m p u t a t i o n a l c o s t o f t h e s t u d y t o a r e a s o n a b l e
v a l u e , t h e r e q u i r e d s i m u l a t i o n t i m e i n c r e a s i n g g r e a t l y w i t h t h e i n c r e a s e
o f t h o s e p a r a m e t e r s . T h e a l l o w e d r a n g e f o r Er i s w i d e , a s Er = 1 c o r r e -
s p o n d s t o t h e a l r e a d y e x t e n s i v e l y s t u d i e d s m o o t h t u b e g e o m e t r y a n d
Er = 0 r e d u c e s t o t h e c a s e o f a c o n t i n u o u s r i b , a l r e a d y i n v e s t i g a t e d
w i t h ND = 0.
T h e o b j e c t i v e w h e n d e s i g n i n g a h e a t e x c h a n g e r i s t o i n c r e a s e t h e
h e a t t r a n s f e r e f f i c i e n c y a t t h e w a l l , w h i l e k e e p i n g t o a m i n i m u m t h e
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p r e s s u r e l o s s . T h e h e a t t r a n s f e r e f f i c i e n c y o f a s y s t e m u n d e r f o r c e d
c o n v e c t i o n b e i n g c h a r a c t e r i z e d b y t h e h e a t t r a n s f e r c o e f f i c i e n t h, t h e
o p t i m i z a t i o n p r o c e d u r e s h o u l d l e a d t o a m a x i m i z a t i o n o f h o r o f t h e
d i m e n s i o n l e s s N u s s e l t n u m b e r Nu = hD/λ. S i m i l a r l y , p r e s s u r e l o s s e s
i n a c i r c u l a r p i p e f l o w s a r e m a d e d i m e n s i o n l e s s i n t r o d u c i n g t h e f r i c t i o n
f a c t o r f , w i t h t h e f o l l o w i n g r e l a t i o n :
f = ∆P D2 ρ L U2b
( 1 2 . 1 )
w i t h ∆P t h e g l o b a l p r e s s u r e l o s s i n t h e d o m a i n , L t h e l e n g t h o f t h e
c o n s i d e r e d g e o m e t r y a n d ρ t h e f l u i d d e n s i t y . B a s e d o n t h o s e c o n s i d e r -
a t i o n s , t h e c o s t f u n c t i o n t o o p t i m i z e i s e x p e c t e d t o d e p e n d o n Nu a n d
f .
W e b b a n d E c k e r t [ 2 3 3 ] d e v e l o p e d e q u a t i o n s f o r t h e e s t i m a t i o n o f
h e a t e x c h a n g e r p e r f o r m a n c e s , b a s e d o n t h e c o m p a r i s o n b e t w e e n t h e
h e a t c o n d u c t a n c e K , w h i c h i s t h e t h e r m a l p o w e r p r o v i d e d t o t h e f l u i d ,
a n d t h e p u m p i n g p o w e r PP r e q u i r e d t o e n s u r e t h e m o t i o n o f t h e f l o w . I n
t h e i r w o r k , t h e y f o c u s o n t h e u s e o f r o u g h s u r f a c e s i n o r d e r t o m a x i m i z e
t h e h e a t e x c h a n g e c a p a c i t y f o r s i m i l a r p r e s s u r e d r o p a n d e x c h a n g e
s u r f a c e , o r t o m i n i m i z e t h e p r e s s u r e d r o p g i v e n t h e h e a t e x c h a n g e
c a p a c i t y a n d t h e e x c h a n g e s u r f a c e . T h e h e a t c o n d u c t a n c e o f t h e t u b e
i s g i v e n b y K = hA, w i t h h t h e h e a t t r a n s f e r c o e f f i c i e n t a n d A t h e









( 1 2 . 2 )
w i t h St t h e S t a n t o n n u m b e r , G t h e m a s s f l o w p e r u n i t a r e a a n d t h e
s u b s c r i p t s i n d i c a t i n g v a l u e s f o r a s m o o t h t u b e g e o m e t r y . S i m i l a r l y , t h e




× S ×∆P ( 1 2 . 3 )
C o n s i d e r i n g t h e g l o b a l f r i c t i o n f a c t o r d e f i n e d i n E q . ( 1 2 . 1 ) , t h e p u m p -












( 1 2 . 4 )
F i n a l l y , b y e l i m i n a t i n g G/Gs b e t w e e n E q . ( 1 2 . 2 ) a n d E q . ( 1 2 . 4 ) , W e b b
a n d E c k e r t o b t a i n e d t h e f o l l o w i n g e x p r e s s i o n c o n t a i n i n g t h e h e a t c o n -
d u c t a n c e , t h e p u m p i n g p o w e r a n d t h e e x c h a n g e a r e a a s f u n c t i o n s o f




( 1 2 . 5 )
I n t h e c u r r e n t w o r k , a m a x i m i z a t i o n o f t h e h e a t c o n d u c t a n c e K/Ks
i s t a r g e t e d f o r a g i v e n p u m p i n g p o w e r , i . e . PP/PPs = 1. I t i s i m p o r t a n t
t o n o t e t h a t i n o r d e r t o r e a c h s i m i l a r p u m p i n g p o w e r , t h e c o m p a r i s o n
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b e t w e e n t h e s m o o t h a n d t h e r o u g h e n e d t u b e s h o u l d b e d o n e a t d i f f e r e n t
o p e r a t i n g c o n d i t i o n s . T h i s i s a r c h i v e d h e r e c o n s i d e r i n g s i m i l a r e x c h a n g e
s u r f a c e , i . e . A/As = 1, b u t d i f f e r e n t m a s s f l o w r a t e s . T h e c o s t f u n c t i o n
t o o p t i m i z e t h e r e f o r e r e d u c e s t o :
Fcost = K/Ks =
St/Sts
(f/fs)1/3
( 1 2 . 6 )
T h e o p t i m i z a t i o n i s c a r r i e d o u t u s i n g t h e E f f i c i e n t G l o b a l O p t i m i z a t i o n
( E G O ) m e t h o d w h i c h i s d e s c r i b e d i n A p p e n d i x B .
1 2 . 3 R e s u l t s
1 2 . 3 . 1 C o n t i n u o u s R i b
W h e n c o n s i d e r i n g a c o n t i n u o u s r i b , i . e . ND = 0, t h e e m p t i n e s s r a t i o p a -
r a m e t e r Er b e c o m e s i r r e l e v a n t a n d t h e p r o b l e m r e d u c e s t o a n o p t i m i z a -
t i o n o f 2 i n p u t p a r a m e t e r s : e a n d p. T h e r e s p o n s e s u r f a c e c o n s t r u c t e d
w i t h t h e G a u s s i a n P r o c e s s m e t h o d i s s h o w n o n F i g . 1 2 . 4 . A t o t a l o f
8 s i m u l a t i o n s w e r e p e r f o r m e d f o r h e a t e x c h a n g e r s w i t h a c o n t i n u o u s
r i b , i n d i c a t e d b y s y m b o l s • o n F i g . 1 2 . 4 . N o t e t h a t f e w s i m u l a t i o n s a r e
p e r f o r m e d f o r a c o n t i n u o u s r i b , g e o m e t r i e s w i t h a d i s c o n t i n u o u s r i b
b e i n g m o r e p r o m i s i n g f o r t h e c o s t f u n c t i o n o p t i m i z a t i o n .




























F i g u r e 1 2 . 4 – R e s p o n s e s u r f a c e f o r a c o n t i n u o u s r i b .
T w o o p t i m a l r e g i o n s f o r t h e m a x i m i z a t i o n o f t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n
a p p e a r o n t h e r e s p o n s e s u r f a c e . A f i r s t o p t i m a l i s f o u n d f o r h i g h e a n d
l o w p, w h i l e a s e c o n d o p t i m a l i s f o u n d f o r h i g h e a n d h i g h p. B a s e d o n
t h i s o b s e r v a t i o n , i t a p p e a r s t h a t l o w e a l w a y s l e a d t o a p o o r e f f i c i e n c y o f
t h e h e a t e x c h a n g e r a n d h i g h e ( e > 2.0 m m ) s h o u l d b e f a v o u r e d . N o t e ,
h o w e v e r , t h a t t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n i s a l w a y s e v a l u a t e d g r e a t e r t h a n
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1.0, a s s e s s i n g b e t t e r t h e r m a l e f f i c i e n c i e s t h a n a s i m p l e s m o o t h h e a t
e x c h a n g e r . I n t h e l o w - p i t c h o p t i m a l r e g i o n , i t a p p e a r s t h a t t h e i n f l u e n c e
o f t h e r i b h e i g h t o n t h e c o s t f u n c t i o n i s o f l i t t l e i m p o r t a n c e , t h e c o s t
f u n c t i o n r e m a i n i n g q u i t e c o n s t a n t i n t h i s z o n e . I n d e e d , t h e c o m b i n a t i o n
o f s m a l l p i t c h a n d h i g h h e i g h t l e a d s t o v e r y i m p o r t a n t p r e s s u r e l o s s ,
w h i c h b a l a n c e s t h e a d v a n t a g e o f h i g h e r h e a t t r a n s f e r e f f i c i e n c y . T h e
h i g h - p i t c h o p t i m a l r e g i o n s e e m s e v e n m o r e p r o m i s i n g t h a n t h e p r e v i o u s
o p t i m a l r e g i o n , t h e s i m u l a t i o n p e r f o r m e d i n t h i s z o n e l e a d i n g t o t h e
s a m p l e p o i n t w i t h m a x i m u m c o s t f u n c t i o n . T h e o p t i m a l p r e d i c t e d v a l u e
o f t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n i s f o u n d t o b e Fc o s t = 1.374 f o r e = 3.16 m m
a n d p = 150 m m . F e w o b s e r v a t i o n s a r e m a d e i n t h i s z o n e d u e t o t h e
l i m i t e d c o m p u t a t i o n a l c o s t a l l o c a t e d t o t h e o p t i m i z a t i o n p r o c e s s a n d
m o r e p r o m i s i n g r e a c t o r d e s i g n w i t h d i s c o n t i n u o u s r i b s .
F i g u r e 1 2 . 5 s h o w s t h e f i r s t a n d t o t a l o r d e r S o b o l ’ i n d i c e s f o r t h e t w o
i n p u t p a r a m e t e r s p a n d e. B o t h i n p u t p a r a m e t e r s h a v e a n i m p o r t a n t
i m p a c t o n t h e r e s p o n s e s u r f a c e , e i m p a c t i n g s l i g h t l y m o r e a s Sp = 0.322
a n d Se = 0.444. T h e t w o p a r a m e t e r s a r e , h o w e v e r , c o r r e l a t e d s i n c e t h e
S o b o l ’ t o t a l o r d e r i n d i c e s a r e f o u n d s i g n i f i c a n t l y h i g h e r t h a n t h e S o b o l ’
f i r s t o r d e r i n d i c e s ( STp = 0.538 a n d STe = 0.632) . T h o s e r e m a r k s a r e i n












F i g u r e 1 2 . 5 – F i r s t o r d e r a n d t o t a l o r d e r S o b o l ’ i n d i c e s f o r c o n t i n u o u s
r i b o p t i m i z a t i o n .
1 2 . 3 . 2 D i s c o n t i n u o u s R i b
A s p r e v i o u s l y s t a t e d , d i s c o n t i n u i t i e s a r e a l s o i n t r o d u c e d i n t h e r i b l e a d -
i n g t o a t o t a l o f 4 g e o m e t r i c a l p a r a m e t e r s t o o p t i m i z e . F i g u r e 1 2 . 6 s h o w s
e x a m p l e s o f r e s p o n s e s u r f a c e s p r e d i c t e d f o r r i b s i n c l u d i n g o n e d i s c o n -
t i n u i t y p e r r i b p i t c h a n d f o r d i f f e r e n t v a l u e s o f Er . T h e t o t a l n u m b e r o f
s i m u l a t i o n s p e r f o r m e d w i t h d i s c o n t i n u o u s r i b s i s e q u a l t o 34, t h e i n i t i a l
d e s i g n o f e x p e r i m e n t c o n s i s t i n g o f 20 s i m u l a t i o n s a n d 14 s i m u l a t i o n s
b e i n g a d d e d t h a n k s t o t h e E G O m e t h o d .
R e s u l t s s h o w s i m i l a r i t i e s b e t w e e n t h e c o n t i n u o u s r i b r e s p o n s e s u r -
f a c e g i v e n i n F i g u r e 1 2 . 4 a n d r e s p o n s e s u r f a c e s o b t a i n e d w i t h o n e s m a l l
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Increasing emptiness ratio
F i g u r e 1 2 . 6 – E x a m p l e s o f r e s p o n s e s u r f a c e s f o r a r i b w i t h 1 d i s c o n t i n u i t y
p e r p i t c h (ND = 1) . Er = 0.2 ( l e f t ) , Er = 0.5 ( m i d d l e ) , Er = 0.8 ( r i g h t ) .
d i s c o n t i n u i t y (ND = 1 a n d Er < 0.5) . I n b o t h c a s e s m a x i m u m v a l u e s o f
t h e c o s t f u n c t i o n a r e f o u n d f o r l a r g e e, w h i l e t h e m i n i m u m v a l u e s f o r Fcost
a r e e n c o u n t e r e d f o r s m a l l e a n d l a r g e p. I t s h o u l d b e n o t e d , h o w e v e r ,
t h a t f o r d i s c o n t i n u o u s r i b s w i t h Er < 0.5, t h e r e g i o n o f m a i n i n t e r e s t i s
f o u n d t o b e t h e h i g h e a n d s m a l l p r e g i o n , l a r g e p r e d u c i n g t h e t h e r m a l
e f f i c i e n c y o f t h e h e a t e x c h a n g e r . O n t h e o t h e r h a n d , a v e r y d i f f e r e n t
r e s p o n s e s u r f a c e i s o b s e r v e d w h e n d e a l i n g w i t h a l a r g e r d i s c o n t i n u i t y ,
a n d 0.5 < Er < 0.6 c o n s t i t u t e s a t r a n s i t i o n z o n e b e t w e e n t w o b e h a v i o u r s .
W i t h t h e d i s c o n t i n u i t y b e c o m i n g l a r g e r t h a n t h e r i b i t s e l f , t h e o p t i m a l p
v a l u e s u d d e n l y s h i f t s f r o m 50 m m t o a b o u t 115 m m . T h i s h a s h o w e v e r
f e w i n f l u e n c e o n t h e o p t i m a l r i b h e i g h t , a n d o p t i m a l v a l u e o f e r e m a i n s
a r o u n d 4.0 m m . W h e n a s s o c i a t e d w i t h l a r g e Er , p o n l y h a s a s i g n i f i c a n t
i n f l u e n c e o n t h e c o s t f u n c t i o n i n t h e e > 2.0 m m r e g i o n .
M o r e d i s c o n t i n u i t i e s a r e i n c l u d e d i n t h e r i b w h e n i n c r e a s i n g t h e v a l u e
o f ND . R e s p o n s e s u r f a c e s a r e p l o t t e d f o r ND v a r y i n g f r o m 1 t o 5, a n d
s o m e e x a m p l e s a r e d i s p l a y e d o n F i g u r e 1 2 . 7 . F o r a l l i n v e s t i g a t e d n u m b e r
o f d i s c o n t i n u i t i e s , t h e r e s p o n s e o f t h e s y s t e m t o t h e i n p u t p a r a m e t e r s
i s v e r y s i m i l a r a n d t h e s a m e o b s e r v a t i o n s a s f o r g e o m e t r i e s w i t h ND = 1
a p p l y . I n p a r t i c u l a r , t h e s u d d e n t r a n s i t i o n i n o p t i m a l r o u g h n e s s s h a p e
f o r 0.5 < Er < 0.6 i s a l w a y s o b s e r v e d . T h e m a i n i n f l u e n c e o f t h e n u m b e r
o f d i s c o n t i n u i t i e s i s a s l i g h t i n c r e a s e o f Fcost i n t h e l a r g e Er r e g i o n w h e n
i n c r e a s i n g ND , w h i c h t e n d s t o f a v o u r a h i g h n u m b e r o f d i s c o n t i n u i t i e s .
T h i s i s e x p l a i n e d b y t h e l o w e r p r e s s u r e d r o p f o u n d w i t h a l a r g e r n u m b e r
o f d i s c o n t i n u i t i e s w h i l e i n c r e a s i n g h e a t t r a n s f e r e n h a n c e m e n t s . F o r
ND > 1, t h e g l o b a l o p t i m a l d e s i g n t h a t m a x i m i z e s t h e c o s t f u n c t i o n
c l e a r l y a p p e a r s i n t h e l a r g e e, l a r g e Er r e g i o n a n d f o r m o d e r a t e v a l u e s
o f p. B a s e d o n t h o s e r e s u l t s , t h e b e s t p r e d i c t e d g e o m e t r y i s s h o w n o n
F i g u r e 1 2 . 8 , a n d h a s t h e f o l l o w i n g g e o m e t r i c a l p a r a m e t e r s : e = 3.14 m m ,
p = 105 m m , Er = 0.75 a n d ND = 5. T h e c o r r e s p o n d i n g v a l u e f o r t h e
c o s t f u n c t i o n i s Fcost = 1.583. T h e d y n a m i c a n d t h e r m a l b e h a v i o u r o f t h e
f l o w i n t h e o p t i m a l p r e d i c t e d g e o m e t r y i s d e s c r i b e d i n m o r e d e t a i l s i n
t h e n e x t s e c t i o n .
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F i g u r e 1 2 . 7 – E x a m p l e s o f r e s p o n s e s u r f a c e s f o r v a r i o u s ND a n d Er .
F i g u r e 1 2 . 9 r e p r e s e n t s t h e f i r s t a n d t o t a l o r d e r S o b o l ’ i n d i c e s f o r
e a c h i n p u t p a r a m e t e r . F o r t h e o p t i m i z a t i o n o f a d i s c o n t i n u o u s r i b b e d
h e a t e x c h a n g e r , t h e p a r a m e t e r s d o n o t h a v e a s i m i l a r i m p a c t o n t h e
c o s t f u n c t i o n . T h e r i b h e i g h t e o n e o f t h e m o s t i n f l u e n t i a l p a r a m e t e r ,
t h e f i r s t o r d e r S o b o l ’ i n d i c e s r e a c h i n g a v a l u e o f Se = 0.290. T h e t o t a l
o r d e r S o b o l ’ i n d i c e s f o r e i s e v e n h i g h e r ( STe = 0.539) , t r a d u c i n g a n
i n f l u e n c e t h a t d e p e n d s o n t h e o t h e r p a r a m e t e r s , a n d i n p a r t i c u l a r o n Er .
T h i s i s i n g o o d a g r e e m e n t w i t h t h e o b s e r v e d r e s p o n s e s u r f a c e s , h i g h
e b e i n g a l w a y s m o r e f a v o u r a b l e , e s p e c i a l l y w h e n a s s o c i a t e d w i t h h i g h
v a l u e s o f Er . I n p u t p a r a m e t e r s p a n d Er h a v e s m a l l f i r s t o r d e r S o b o l ’
i n d i c e s ( Sp = 0.006 a n d SEr = 0.070) , b u t t h e i r t o t a l o r d e r i n d i c e s a r e
m u c h h i g h e r ( STp = 0.395 a n d STEr = 0.620) , m e a n i n g n o n - n e g l i g i b l e b u t
c o m p l e x i n f l u e n c e o f t h o s e p a r a m e t e r s o n t h e c o s t f u n c t i o n . I n d e e d ,
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(a)
(b)
F i g u r e 1 2 . 8 – O p t i m a l p r e d i c t e d r i b b e d t u b e g e o m e t r y f o r h e a t e x c h a n g e r
a p p l i c a t i o n s . T h r e e p i t c h e s a r e r e p r e s e n t e d . ( a ) C u t i n t h e X - n o r m a l
p l a n e s h o w i n g t h e i n n e r s u r f a c e a n d ( b ) v i e w o f t h e w a l l s u r f a c e f r o m
t h e o u t s i d e o f t h e t u b e .
t h e i n f l u e n c e o f p a p p e a r s t o b e c o u p l e d w i t h b o t h e a n d Er , a s s m a l l
e a n d l a r g e Er a l w a y s l e a d t o a s m a l l i m p a c t o f p o n t h e c o s t f u n c t i o n ,
d u e t o g e o m e t r i e s h a v i n g f e w e r i m p a c t o n t h e b u l k f l o w a n d w i t h n o
s w i r l i n g m o t i o n . O n t h e c o n t r a r y , l a r g e v a l u e s o f e l e a d t o a r o u g h n e s s
g r e a t l y i m p a c t i n g t h e f l o w , a n d p i s h i g h l y c o u p l e d t o e t h e n . F i n a l l y ,
ND i s t h e l e a s t i n f l u e n t i a l p a r a m e t e r o n t h e c o s t f u n c t i o n . I n p a r t i c u l a r ,
SND = 0.023 w h i c h i s q u i t e s m a l l . T h e t o t a l S o b o l ’ i n d e x i s , h o w e v e r , n o t
c o m p l e t e l y n e g l i g i b l e ( STND = 0.138) , a s s e s s i n g a s m a l l i m p a c t o f ND o n
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F i g u r e 1 2 . 9 – F i r s t o r d e r a n d t o t a l o r d e r S o b o l ’ i n d i c e s f o r d i s c o n t i n u o u s
r i b o p t i m i z a t i o n .
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1 2 . 3 . 3 O p t i m a l D i s c o n t i n u o u s l y R i b b e d H e a t E x c h a n g e r
1 2 . 3 . 3 . 1 F l o w D y n a m i c s
D u e t o t h e p r e s e n c e o f t h e d i s c o n t i n u o u s r i b , t h e a v e r a g e f l o w p a r a m e -
t e r s a r e c o n s i d e r e d a s f u n c t i o n s o f b o t h t h e r a d i a l a n d a x i a l c o o r d i n a t e s .
T h e r a d i a l c o o r d i n a t e i s n o r m a l i z e d b y t h e p i p e r a d i u s R, r a n g i n g f r o m
r/R = r+ = 0 a t t h e p i p e c e n t r e t o r+ = 1 a t t h e p i p e w a l l . T h e a x i a l
d i s t a n c e X i s n o r m a l i z e d b y t h e r i b h e i g h t , X/e = X+ = 0 b e i n g t h e p o -
s i t i o n j u s t d o w n s t r e a m t h e r i b c r o s s i n g t h e l e f t p e r i o d i c p l a n e . M o r e o v e r ,
b e c a u s e o f t h e r i b d i s c o n t i n u i t i e s a n d t h e e x i s t i n g p l a n e s o f s y m m e t r y ,
p r o f i l e s a r e s h o w n i n t w o d i f f e r e n t l o n g i t u d i n a l p l a n e s : t h e p l a n e c u t t i n g
t h e r i b b y i t s c e n t r e , c a l l e d p l a n e 1 , a n d t h e p l a n e b e i n g e q u i d i s t a n t o f
t w o r i b s c a l l e d p l a n e 2 , a s r e p r e s e n t e d o n F i g u r e 1 2 . 1 0 .
2
1
F i g u r e 1 2 . 1 0 – R e p r e s e n t a t i o n o f t h e t w o s y m m e t r y p l a n e s o f i n t e r e s t .
P l a n e 1© i s t h e l o n g i t u d i n a l p l a n e c u t t i n g t h e c e n t r e o f t h e r i b , a n d p l a n e
2© i s t h e l o n g i t u d i n a l p l a n e e q u i d i s t a n t o f t h e t w o r i b s .
T h e m e a n a x i a l v e l o c i t y p r o f i l e s n o r m a l i z e d b y t h e b u l k v e l o c i t y i n
p l a n e 1 a r e r e p r e s e n t e d i n F i g u r e 1 2 . 1 1 ( t o p ) f o r p o s i t i o n s X+ = −1
( r i b t o p ) , 2.5, 7.5, 12.5, 17.5, 22.5 a n d 27.5. M e a n a x i a l v e l o c i t y i s s t r o n g l y
d e c e l e r a t e d i n t h e r i b w a k e . T h e f l o w , h o w e v e r , f u l l y e s t a b l i s h e s f e w r i b
h e i g h t s f u r t h e r a n d a l l a x i a l v e l o c i t y p r o f i l e s a r e f o u n d a l m o s t s i m i l a r f r o m
X+ = 7.5 t o X+ = 27.5. B e c a u s e o f t h e r i b s h a p e , t h e r e c i r c u l a t i o n z o n e
i s v e r y s m a l l a n d d o e s n o t a p p e a r i n F i g u r e 1 2 . 1 1 , t h e f i r s t r e p r e s e n t e d
p r o f i l e d o w n s t r e a m t h e r i b b e i n g a t p o s i t i o n X+ = 2.5. T h e r e c i r c u l a t i o n
z o n e a c t u a l l y e x h i b i t s a v e r y c h a r a c t e r i s t i c ’ S ’ s h a p e d u e t o t h e r e c t -
a n g u l a r r i b s h a p e , i n c l u d i n g t w o v e r t i c a l p l a n e s s l a n t w i s e t o t h e f l o w
d i r e c t i o n i n d u c i n g a f l o w d e t a c h m e n t , a s r e p r e s e n t e d o n F i g u r e 1 2 . 1 4 .
M e a n a x i a l v e l o c i t y i n p l a n e 2 a r e a l s o d i s p l a y e d o n F i g u r e 1 2 . 1 1 ( b o t -
t o m ) . I n t h e p a t h b e t w e e n t w o r i b s , t h e a x i a l v e l o c i t y p r o f i l e s a r e s i m i l a r
a t e v e r y p o s i t i o n , s h o w i n g n o i m p a c t o f t h e r i b r o u g h n e s s i n t h o s e z o n e s
o f t h e h e a t e x c h a n g e r .
M e a n r a d i a l v e l o c i t y i s i n v e s t i g a t e d i n F i g u r e 1 2 . 1 2 i n b o t h p l a n e s 1
a n d 2 . R a d i a l v e l o c i t y r e m a i n s v e r y s m a l l i n p l a n e 2 , a s s e s s i n g t h e l o w
i m p a c t o f t h e r o u g h n e s s i n t h i s p l a n e . H o w e v e r , a s t r o n g n e g a t i v e r a d i a l
P a g e 1 5 1 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 1 2 . O P T I M I Z A T I O N O F H E L I C A L L Y R O U G H E N E D H E A T
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F i g u r e 1 2 . 1 1 – M e a n a x i a l n o r m a l i z e d v e l o c i t y p r o f i l e s a t v a r i o u s a x i a l
l o c a t i o n s , b o t h i n p l a n e 1© ( t o p ) a n d i n p l a n e 2© ( b o t t o m ) . D a s h e d l i n e
i n d i c a t e s a r i b b e h i n d t h e c o n s i d e r e d p l a n e .
v e l o c i t y i s f o u n d i n t h e r i b w a k e , r e a c h i n g u p t o 0.10× Ub , t h e m e a n f l o w
g o i n g t o w a r d t h e w a l l d o w n s t r e a m t h e r e c i r c u l a t i o n z o n e . T h e r a d i a l
v e l o c i t y i s s l i g h t l y p o s i t i v e u p s t r e a m t h e r i b , a s t h e f l o w g o e s t o w a r d
t h e p i p e c e n t r e t o b y p a s s t h e o b s t a c l e .
M e a n a z i m u t h a l v e l o c i t y p r o f i l e s a r e d i s p l a y e d o n F i g u r e 1 2 . 1 3 . S i m i -
l a r l y t o t h e r a d i a l f l o w m o t i o n , t h e m a i n a z i m u t h a l m o t i o n i s l o c a t e d i n t h e
r i b w a k e . N o t e t h a t a t t h i s l o c a t i o n , m e a n a z i m u t h a l v e l o c i t y i s n e g a t i v e ,
m e a n i n g a m e a n f l o w m o t i o n s w i r l i n g i n t h e o p p o s i t e d i r e c t i o n t h a n t h e
r i b h e l i x . T h i s i s d u e t o t h e s h a p e o f t h e r i b , a n d i n p a r t i c u l a r t o t h e f l o w
i m p a c t i n g r i b w a l l s o r i e n t e d p e r p e n d i c u l a r l y t o t h e h e l i x d i r e c t i o n i n t h e
n e a r - w a l l r e g i o n . U p s t r e a m t h e r i b , a p o s i t i v e m e a n a z i m u t h a l v e l o c i t y
i s f o u n d i n t h e n e a r - w a l l r e g i o n , a l s o d u e t o t h e r i b s h a p e o r i e n t i n g t h e
f l o w . I n t h e r e s t o f t h e d o m a i n , a z i m u t h a l m o t i o n r e m a i n s v e r y l o w , t h e
l a r g e d i s c o n t i n u i t i e s b e t w e e n t h e r i b s p r e v e n t i n g t h e d e v e l o p m e n t o f
t h e s w i r l i n g m o t i o n . I n d e e d , t h e d i s a p p e a r i n g o f t h e s w i r l i n g m o t i o n
o c c u r s f o r Er > 0.6, t h e r i b l e n g t h b e c o m i n g s h o r t e r t h a n t h e r i b w i d t h
l e a d i n g t o a d i f f e r e n t o r i e n t a t i o n o f t h e f l o w . T h i s a l s o e x p l a i n s t h e s u d -
d e n c h a n g e i n t h e s h a p e o f t h e c o s t f u n c t i o n w h e n d e a l i n g w i t h l a r g e r
Er , t h e s w i r l i n g m o t i o n b e i n g d e t r i m e n t a l t o t h e h e a t t r a n s f e r e f f i c i e n c y .
F i g u r e 1 2 . 1 5 s h o w s s t r e a m l i n e s o f t h e m e a n f l o w i n t h e r i b v i c i n i t y . T h e
P a g e 1 5 2 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
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F i g u r e 1 2 . 1 2 – M e a n r a d i a l n o r m a l i z e d v e l o c i t y p r o f i l e s a t v a r i o u s a x i a l
l o c a t i o n s , b o t h i n p l a n e 1© ( t o p ) a n d i n p l a n e 2© ( b o t t o m ) . D a s h e d l i n e
i n d i c a t e s a r i b b e h i n d t h e c o n s i d e r e d p l a n e .
f l o w i m p a c t i n g t h e r i b a p p e a r s t o b y p a s s t h e r o u g h n e s s b y b o t h s i d e s ,
e x p l a i n i n g t h e a z i m u t h a l v e l o c i t y p r o f i l e s .
F i n a l l y , i n t e g r a t i n g t h e s t e a d y m o m e n t u m e q u a t i o n w i t h p e r i o d i c
c o n d i t i o n s g i v e s :
0 =





f r i c t i o n d r a g︷ ︸︸ ︷∮
Ω
~τx d~S +
p r e s s u r e l o s s︷ ︸︸ ︷∫
V
SqdmxdV ( 1 2 . 7 )
w h e r e Ω a n d V a r e r e s p e c t i v e l y t h e s u r f a c e a n d v o l u m e o f t h e c o m p u -
t a t i o n a l d o m a i n , a n d nx a n d τx a r e r e s p e c t i v e l y t h e a x i a l c o m p o n e n t o f
t h e ( i n w a r d ) w a l l - n o r m a l v e c t o r a n d t h e a x i a l c o m p o n e n t o f t h e s t r e s s
v e c t o r d e f i n e d i n E q . ( 1 2 . 8 ) u s i n g t h e s u m m a t i o n c o n v e n t i o n :






 ( 1 2 . 8 )
W h i l e i n a s m o o t h t u b e , o n l y t h e f r i c t i o n d r a g c o n t r i b u t e s t o t h e
p r e s s u r e l o s s , i n a r i b b e d t u b e t h e p r e s s u r e l o s s i s d u e t o b o t h t h e
p r e s s u r e d r a g a n d t h e f r i c t i o n d r a g . T h e r e l a t i v e c o n t r i b u t i o n s o f t h e
P a g e 1 5 3 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
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F i g u r e 1 2 . 1 3 – M e a n a z i m u t h a l n o r m a l i z e d v e l o c i t y p r o f i l e s a t v a r i o u s
a x i a l l o c a t i o n s , b o t h i n p l a n e 1© ( t o p ) a n d i n p l a n e 2© ( b o t t o m ) . D a s h e d
l i n e i n d i c a t e s a r i b b e h i n d t h e c o n s i d e r e d p l a n e .
p r e s s u r e d r a g a n d t h e f r i c t i o n d r a g i n t h e o p t i m a l g e o m e t r y a r e g i v e n i n
T a b l e 1 2 . 3 , b a s e d o n t h e i n t e g r a t i o n o f t h e d r a g s o v e r t h e s u r f a c e . I t
a p p e a r s t h a t p r e s s u r e d r a g i s m o r e i m p o r t a n t t h a n t h e f r i c t i o n d r a g , d u e
t o t h e f l o w d i r e c t l y i m p a c t i n g t h e r i b . P r e s s u r e d r a g i s r e s p o n s i b l e f o r
63% o f t h e t o t a l p r e s s u r e l o s s e s i n t h e o p t i m a l g e o m e t r y . T h e f r i c t i o n
d r a g i s l e s s i m p o r t a n t t h a n i n a s m o o t h t u b e , b e c a u s e o f t h e r e c i r c u l a t i o n
z o n e r e d u c i n g t h e a x i a l v e l o c i t y i n t h e n e a r - w a l l r e g i o n . T a b l e 1 2 . 4
c o m p a r e s t h e t o t a l p r e s s u r e l o s s e s i n t h e r i b b e d t u b e c o m p a r e d t o t h e
p r e s s u r e l o s s e s i n a s m o o t h t u b e o f t h e s a m e d i a m e t e r a c c o r d i n g t o
t h e P e t u k h o v c o r r e l a t i o n [ 1 7 7 ] ( E q . ( 1 2 . 9 ) ) . P r e s s u r e l o s s e s a r e f o u n d
m o r e t h a n 2 t i m e s l a r g e r i n t h e r i b b e d t u b e .
fs =
1
(1.58 ln(Re)− 3.28)2 ( 1 2 . 9 )
P a g e 1 5 4 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
1 2 . 3 . R E S U L T S
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F i g u r e 1 2 . 1 4 – R e p r e s e n t a t i o n o f t h e m e a n r e c i r c u l a t i o n z o n e d o w n -
s t r e a m t h e r i b v i e w e d f r o m a b o v e t h e r i b . T h e i s o - s u r f a c e o f n u l l a x i a l
v e l o c i t y i s u s e d a s t h e l i m i t s o f t h e r e c i r c u l a t i o n , a n d i s c o l o u r e d b y t h e
t h i c k n e s s o f t h e r e c i r c u l a t i o n z o n e .
F i g u r e 1 2 . 1 5 – F l o w s t r e a m l i n e s i m p a c t i n g t h e r i b , c o l o u r e d b y v e l o c i t y
m a g n i t u d e .
1 2 . 3 . 3 . 2 H e a t T r a n s f e r
W a l l t e m p e r a t u r e o n t h e c o i l i n n e r s u r f a c e i s r e p r e s e n t e d o n F i g u r e 1 2 . 1 6 .
W a l l t e m p e r a t u r e s t r o n g l y d e c r e a s e s i n t h e r e c i r c u l a t i o n z o n e a n d d o w n -
s t r e a m o f t h e r i b , b e c a u s e o f t h e i m p o r t a n t r a d i a l m i x i n g a t t h i s l o c a t i o n .
T h i s i n d u c e s l a r g e c o l d z o n e s i n t h e w a k e o f t h e r i b s . S k i n t e m p e r a t u r e
i s a l s o l o w o n t h e r i b s u r f a c e , t h a n k s t o t h e f l o w a c c e l e r a t i o n o n t h e r i b
t o p i n d u c i n g i m p o r t a n t h e a t t r a n s f e r . I n o p p o s i t i o n , b e c a u s e o f t h e l a c k
o f s w i r l i n g m o t i o n i n t h e n e a r - w a l l r e g i o n , t h e s k i n t e m p e r a t u r e i s m o r e
i m p o r t a n t i n p l a n e 2 . Q u a n t i t a t i v e r e s u l t s a r e g i v e n o n F i g u r e 1 2 . 1 7 ,
P a g e 1 5 5 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C H A P T E R 1 2 . O P T I M I Z A T I O N O F H E L I C A L L Y R O U G H E N E D H E A T
E X C H A N G E R
F r i c t i o n P r e s s u r e T o t a l
C a s e d r a g d r a g d r a g
(×10−3) (×10−3) (×10−3)
O p t i m a l 3 . 5 7 6 . 0 6 9 . 6 3
g e o m e t r y ( 7 8 . 3 % ) ( 1 3 3 % ) ( 2 1 1 % )
S m o o t h 4 . 5 6 0 4 . 5 6
t u b e ( E q . ( 1 2 . 9 ) ) ( 1 0 0 % ) ( 0 % ) ( 1 0 0 % )
T a b l e 1 2 . 3 – I n t e g r a t e d d r a g c o n t r i b u t i o n s n o r m a l i z e d b y ( 0.5 ρb U2b )
f o r t h e o p t i m a l g e o m e t r y a n d a s m o o t h t u b e w i t h t h e s a m e d i a m e t e r .
P e r c e n t a g e s r e p r e s e n t t h e c o n t r i b u t i o n r e l a t i v e t o t h e t o t a l d r a g i n a
s m o o t h t u b e a c c o r d i n g t o E q . ( 1 2 . 9 ) .
C a s e ∆P [ P a / m ]
O p t i m a l g e o m e t r y 6 2 1 0
S m o o t h t u b e ( E q . ( 1 2 . 9 ) ) 2 3 0 8
T a b l e 1 2 . 4 – G l o b a l p r e s s u r e l o s s f o r i n t h e o p t i m a l h e a t e x c h a n g e r
g e o m e t r y a n d i n a s m o o t h t u b e a c c o r d i n g t o E q . ( 1 2 . 9 ) .
s h o w i n g s k i n t e m p e r a t u r e i n b o t h p l a n e 1 a n d p l a n e 2 . I n p l a n e 2 ,
s k i n t e m p e r a t u r e r e m a i n s a p p r o x i m a t e l y c o n s t a n t t o 1 2 3 0 K , a s a l l v e -
l o c i t y p r o f i l e s a r e s i m i l a r a t e v e r y a x i a l l o c a t i o n , a n d n o s w i r l m o t i o n i s
r e s p o n s i b l e f o r a z i m u t h a l m i x i n g o f t h e t e m p e r a t u r e . I n p l a n e 1 , s k i n
t e m p e r a t u r e i s s l i g h t l y l o w e r o n t h e r i b s u r f a c e , r e a c h i n g a p p r o x i m a t e l y
1 2 1 0 K , t h a n k s t o t h e f l o w a c c e l e r a t i o n o f t h e r i b t o p . D o w n s t r e a m o f t h e
r i b , s k i n t e m p e r a t u r e d e c r e a s e s t o 1 2 0 3 K , a s t h e r a d i a l m o t i o n b r i n g s
c o o l e r f l o w f r o m t h e c e n t r a l r e g i o n o f t h e p i p e i n t h e n e a r - w a l l r e g i o n .
M o r e o v e r , t h e f l o w r e c i r c u l a t i o n a n d t h e a z i m u t h a l m o t i o n i n t h e r i b
w a k e i n c r e a s e t h e f l o w t u r b u l e n c e i n t h i s r e g i o n , i n c r e a s i n g t h e h e a t
t r a n s f e r . S k i n t e m p e r a t u r e p r o g r e s s i v e l y i n c r e a s e s d o w n s t r e a m u n t i l
r e a c h i n g t h e m a x i m u m s k i n t e m p e r a t u r e o f 1 2 3 2 K a t l o c a t i o n X+ = 25.
T h e g l o b a l N u s s e l t n u m b e r i s f o u n d e q u a l t o 3 8 9 i n t h e o p t i m a l
h e a t e x c h a n g e r g e o m e t r y . I n a s m o o t h t u b e , t h e N u s s e l t n u m b e r i s
e v a l u a t e d f r o m t h e D i t t u s - B o e l t e r c o r r e l a t i o n [ 5 8 ] ( E q . ( 1 2 . 1 0 ) ) , a n d i s
f o u n d e q u a l t o 1 8 9 f o r s i m i l a r o p e r a t i n g c o n d i t i o n s . T h i s r e p r e s e n t s a n
i n c r e a s e o f + 1 0 5 % d u e t o t h e s h a p e o f t h e a r t i f i c i a l r o u g h n e s s a n d t o
b e t t e r m i x i n g , a s s e s s i n g b e t t e r h e a t t r a n s f e r e f f i c i e n c y a n d i m p o r t a n t
r e d u c t i o n o f t h e w a l l t e m p e r a t u r e . S p a t i a l d i s t r i b u t i o n o f t h e N u s s e l t
n u m b e r i s d i s p l a y e d o n F i g u r e 1 2 . 1 8 . I n p l a n e 2 , t h e N u s s e l t n u m b e r
i s a p p r o x i m a t e l y c o n s t a n t , w h i c h i s a c o n s e q u e n c e o f t h e c o n s t a n t
s k i n t e m p e r a t u r e . D e s p i t e t h e a b s e n c e o f s w i r l i n g m o t i o n i n t h i s p l a n e ,
t h e h e a t t r a n s f e r e f f i c i e n c y r e m a i n s m u c h h i g h e r t h a n i n a s m o o t h
t u b e , p r o b a b l y b e c a u s e o f t h e f l o w a c c e l e r a t i o n i n t h e n e a r - w a l l r e g i o n
c a u s e d b y t h e n a r r o w i n g o f t h e t u b e s e c t i o n a t t h e p a s s a g e o f t h e r i b
a n d t h e s m a l l r a d i a l m i x i n g . I n p l a n e 1 h o w e v e r , t h e N u s s e l t n u m b e r
a p p e a r s m u c h h i g h e r o n t h e r i b s u r f a c e a n d i n t h e r e c i r c u l a t i o n z o n e ,
P a g e 1 5 6 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
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F i g u r e 1 2 . 1 6 – M e a n s k i n t e m p e r a t u r e i n t h e o p t i m a l g e o m e t r y .
r e a c h i n g u p t o 5 6 3 . T h i s i s d u e t o t h e f l o w a c c e l e r a t i o n o n t h e r i b t o p
a n d t o t h e c o m p l e x r e c i r c u l a t i o n z o n e e n h a n c i n g t u r b u l e n c e i n t h e r i b
w a k e a n d i n c r e a s i n g t h e h e a t t r a n s f e r a t t h o s e l o c a t i o n s . I n t h e l i g h t o f
t h o s e r e s u l t s , s u p p r e s s i n g t h e s w i r l m o t i o n i n t h e n e a r - w a l l r e g i o n o f
t h e h e a t e x c h a n g e r t h a n k s t o l a r g e d i s c o n t i n u i t i e s s e e m s t o i n c r e a s e
h e a t t r a n s f e r e f f i c i e n c y t h a n k s t o a n a c c e l e r a t i o n o f t h e f l o w i n e a c h r i b
v i c i n i t y w h i l e c o n s e r v i n g i m p o r t a n t r a d i a l m i x i n g .
Nus = 0.023×Re0.8 × Pr0.4 ( 1 2 . 1 0 )
1 2 . 4 S u m m a r y
I n t h i s w o r k , a m e t h o d o l o g y f o r t h e s i m u l a t i o n a n d o p t i m i z a t i o n o f t u r b u -
l e n t f l o w s i n h e a t e x c h a n g e r s h a s b e e n p r o p o s e d . I t r e l i e s o n a s e r i e s o f
w a l l r e s o l v e d L E S , u s i n g p e r i o d i c d o m a i n s . F o u r g e o m e t r i c a l p a r a m e t e r s
a r e c o n s i d e r e d f o r t h e o p t i m i z a t i o n , l e a d i n g t o a w i d e v a r i e t y o f c o n t i n -
u o u s a n d d i s c o n t i n u o u s s i n g l e - s t a r t e d i n t e r n a l r o u g h n e s s g e o m e t r i e s .
T h e o b j e c t i v e f u n c t i o n a i m s a t m a x i m i z i n g t h e h e a t t r a n s f e r e f f i c i e n c y
w h i l e l i m i t i n g t h e p r e s s u r e l o s s , a s p r o p o s e d b y W e b b a n d E c k e r t [ 2 3 3 ] .
T o a v o i d r u n n i n g a h i g h n u m b e r o f L E S , a s u r r o g a t e m o d e l i s b u i l t u s -
i n g G a u s s i a n p r o c e s s e s . T h e o p t i m i z a t i o n l e a d s t o a h e a t e x c h a n g e r
g e o m e t r y w h i c h i n c r e a s e s t h e w a l l h e a t t r a n s f e r e f f i c i e n c y b y a f a c t o r
2 . 1 c o m p a r e d t o a s m o o t h t u b e , w h i l e i n c r e a s i n g t h e p r e s s u r e l o s s o n l y
b y a f a c t o r 2 . 7 f o r t h e c o n s i d e r e d o p e r a t i n g c o n d i t i o n s , t h a n k s t o a
r o u g h n e s s w i t h l o w a z i m u t h a l b l o c k a g e r a t i o . T h e i n t r o d u c t i o n o f l a r g e
d i s c o n t i n u i t i e s i n t h e r i b i s r e s p o n s i b l e f o r t h i s i m p o r t a n t i n c r e a s e o f
h e a t t r a n s f e r , b e c a u s e i t s u p p r e s s e s t h e s w i r l i n g m o t i o n , a c c e l e r a t i n g
P a g e 1 5 7 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
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F i g u r e 1 2 . 1 7 – P r o f i l e s o f m e a n s k i n t e m p e r a t u r e , i n p l a n e 1© ( t o p ) a n d
i n p l a n e 2© ( b o t t o m ) . D a s h e d l i n e i n d i c a t e s a r i b b e h i n d t h e c o n s i d e r e d





























F i g u r e 1 2 . 1 8 – P r o f i l e s o f m e a n l o c a l N u s s e l t n u m b e r , i n p l a n e 1© ( t o p ) a n d
i n p l a n e 2© ( b o t t o m ) . D a s h e d l i n e i n d i c a t e s a r i b b e h i n d t h e c o n s i d e r e d
p l a n e .
t h e f l o w i n t h e r i b v i c i n i t y a n d p r e s e r v i n g i m p o r t a n t r a d i a l m i x i n g . T h e
i n v e s t i g a t i o n o f t h e o p t i m u m r o u g h n e s s f o r h e a t e x c h a n g e r s m i g h t b e
e x t e n d e d t o m o r e g e o m e t r i c a l p a r a m e t e r s , s u c h a s t h e r a d i u s o f c u r -
v a t u r e o f t h e s m o o t h e d g e s f o r d i m p l e d t u b e s . T h e s w i r l i n g m o t i o n
b e i n g d e t r i m e n t a l t o t h e h e a t t r a n s f e r e f f i c i e n c y , t r a n s v e r s e r o u g h n e s s
e l e m e n t s m i g h t a l s o b e c o n s i d e r e d i n s t e a d o f h e l i c a l o n e s , a l o n g w i t h
m o r e c o m p l e x f o r m s .
P a g e 1 5 8 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
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T o s u m m a r i z e , t h e p r o p o s e d m e t h o d o l o g y i s f o u n d w e l l a d a p t e d f o r
g e o m e t r i c a l o p t i m i z a t i o n b a s e d o n f e w p a r a m e t e r s a n d w a s s u c c e s s f u l l y
a p p l i e d , l e a d i n g t o i n n o v a t i v e g e o m e t r i c a l d e s i g n s f o r h e a t e x c h a n g e r s .
T h e s e h e a t e x c h a n g e r s m a y b e u s e d f o r i n d u s t r i a l a p p l i c a t i o n r e q u i r i n g
i m p o r t a n t h e a t t r a n s f e r a n d l i m i t e d p r e s s u r e l o s s i n c o m p a r a b l e o p e r -
a t i n g c o n d i t i o n s . T h e o p t i m i z a t i o n m e t h o d o l o g y m a y b e u s e d i n t h e
f u t u r e w i t h o t h e r o b j e c t i v e f u n c t i o n s f o r s p e c i f i c i n d u s t r i a l a p p l i c a t i o n s ,
s u c h a s t h e r m a l c r a c k i n g .
P a g e 1 5 9 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
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C o n c l u s i o n
TH I S T H E S I S w o r k p r o p o s e s s o m e m e t h o d o l o g i c a l i m p r o v e m e n t s r e -l a t e d t o U n c e r t a i n t y Q u a n t i f i c a t i o n ( U Q ) . A p a r t f r o m t h e n o v e l t y
o f t h e s e m e t h o d s , t h e y p r o v e d t o b e u s e f u l i n v a r i o u s c o s t l y n u m e r i c a l
e x p e r i m e n t s .
T h e f i r s t p a r t o f t h e d o c u m e n t r e v i e w s t h e l i t e r a t u r e o n v a r i o u s a s -
p e c t s o f U Q . T h e r e a d e r i s w a l k e d t h r o u g h a l l t h e s t e p s r e q u i r e d t o
p e r f o r m a U Q s t u d y i n a c o s t l y n u m e r i c a l e n v i r o n m e n t : f r o m t h e d e f i n i -
t i o n o f a D e s i g n o f E x p e r i m e n t s ( D o E ) t o c o n s t r u c t a s u r r o g a t e m o d e l , t o
t h e u s e o f t h i s s u r r o g a t e t o c o m p u t e s t a t i s t i c s a n d u l t i m a t e l y v i s u a l i z e
t h e r e s u l t s .
T h e c u r r e n t a d v a n c e s a n d l i m i t a t i o n s o f D o E a r e p r e s e n t e d i n S e c -
t i o n 2 . 1 . O L H S a n d S o b o l ’ s e q u e n c e s a r e b o t h c o n s i d e r e d a s b e s t
p r a c t i c e a l t h o u g h t h e y e x h i b i t s o m e l i m i t a t i o n s s u c h a s t h e i t e r a t i v e
p r o p e r t i e s a n d t h e r a n d o m i z a t i o n , r e s p e c t i v e l y .
U s i n g t h i s s a m p l e , o n e c a n p e r f o r m a U Q a n a l y s i s w i t h m e t h o d s d e -
t a i l e d i n S e c t i o n 2 . 2 . G l o b a l S e n s i t i v i t y A n a l y s i s ( G S A ) i s r e c o m m e n d e d
o v e r l o c a l S A . L o o k i n g a t t h e m e t h o d t h e m s e l v e s , v a r i a n c e - b a s e d S A i s
s t i l l p r e d o m i n a n t b u t m o m e n t - b a s e d m e t h o d s a p p e a r a s g o o d c o m p l e -
m e n t i n a s t u d y . I n a c o s t l y n u m e r i c a l e n v i r o n m e n t , i t i s n o t t r a c t a b l e t o
d i r e c t l y p e r f o r m a U Q a n d t h e u s a g e o f a s u r r o g a t e m o d e l c o m e s a s a
s o l u t i o n .
S e c t i o n 2 . 3 e x p o s e s t w o o f t h e m o s t u s e d m e t h o d s : G a u s s i a n P r o -
c e s s ( G P ) a n d P o l y n o m i a l C h a o s ( P C ) . F i n a l l y , S e c t i o n 2 . 4 i n t r o d u c e s
t h e p r o b l e m o f v i s u a l i z i n g t h e u n c e r t a i n t i e s . T h i s i s a f a i r l y n e w f i e l d
w i t h o n l y a l i m i t e d c o r p u s o f s t u d y . T h e r e i s c u r r e n t l y n o c l e a r r e c o m -
m e n d a t i o n s a b o u t h o w t o v i s u a l i z e u n c e r t a i n t i e s .
F r o m t h i s r e v i e w , C h a p t e r 3 d e t a i l s t h e t h r e e q u e s t i o n s w h i c h t h i s
t h e s i s a i m s t o a n s w e r :
• H o w t o c o n s t r u c t a D o E i n a h i g h - d i m e n s i o n a l p a r a m e t e r s p a c e ?
• H o w t o r e s a m p l e a D o E b y c o n s i d e r i n g t h e Q o I o f a l r e a d y s a m p l e d
e x p e r i m e n t s ?
• H o w t o v i s u a l i z e u n c e r t a i n t i e s i n h i g h - d i m e n s i o n a l c a s e s ?
T h e f o l l o w i n g p a r t s e e k s t o a n s w e r t h e s e q u e s t i o n s . I t b e g i n s w i t h
C h a p t e r 4 o u t l i n i n g a l l t h e m e t h o d o l o g i c a l c o n t r i b u t i o n s o f t h i s t h e s i s .
A n e w U Q t o o l i s p r e s e n t e d i n C h a p t e r 5 : B a t m a n . B a t m a n i s a n
o p e n - s o u r c e P y t h o n l i b r a r y d e d i c a t e d t o U Q w h i c h h a s b e e n d e v e l o p e d
d u r i n g t h i s t h e s i s . I t i s b a s e d o n s t a t e - o f - t h e - a r t s t a t i s t i c a l l i b r a r i e s ,
s u c h a s O p e n T U R N S , a n d i t a l l o w s t o e a s i l y p e r f o r m a n u n c e r t a i n t y
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a n a l y s i s . A l l f u r t h e r m e t h o d o l o g i c a l d e v e l o p m e n t s o f t h i s w o r k h a v e
b e e n c o n s o l i d a t e d t h r o u g h t h i s t o o l .
C h a p t e r 6 p r e s e n t s a n e w i t e r a t i v e a n d v e r s a t i l e s a m p l i n g m e t h o d
n a m e d K D O E . I t r e l i e s o n a K e r n e l D e n s i t y E s t i m a t i o n ( K D E ) t h a t s e r v e s
a s a n e x c l u s i o n f i e l d w h i c h a l l o w s c o n s t r a i n i n g t h e s a m p l e s n o t t o b e
t o o c l o s e t o e a c h o t h e r . T h i s p r o c e d u r e i s u s e d t o i t e r a t i v e l y f i l l t h e
p a r a m e t e r s p a c e u n i f o r m l y . I t i s s h o w n t h a t t h i s m e t h o d p r o v i d e s g o o d
s p a c e f i l l i n g p r o p e r t i e s , e s p e c i a l l y f o r h i g h - d i m e n s i o n a l c a s e s .
C h a p t e r 7 a n s w e r s t h e r e s a m p l i n g p r o b l e m a t i c w h e n Q o I h a v e b e e n
c o m p u t e d . T w o n o v e l m e t h o d s b a s e d o n b o t h t h e L e a v e - O n e - O u t ( L O O )
e r r o r a n d t h e v a r i a n c e o f t h e s u r r o g a t e m o d e l c o n s t r u c t e d b y G P a r e p r e -
s e n t e d : L O O - σ a n d L O O - S o b o l ’ . I t i s s h o w n t h a t a n i m p r o v e m e n t o f t h e
q u a l i t y ( o v e r c l a s s i c a l m e t h o d s ) o f t h e s u r r o g a t e m o d e l i s g u a r a n t e e d
i n h i g h - d i m e n s i o n a l c a s e s .
L a s t l y , C h a p t e r 8 i n t r o d u c e s n o v e l v i s u a l i z a t i o n s t r a t e g i e s t o v i s u -
a l i z e u n c e r t a i n t y . T h e m e t h o d s a r e d e s i g n e d t o h e l p U Q p r a c t i t i o n e r s
b y a l l o w i n g t h e v i s u a l i z a t i o n o f b o t h i n p u t p a r a m e t e r s s p a c e a n d Q u a n -
t i t y o f I n t e r e s t ( Q o I ) o n t h e s a m e c a n v a s b y m e a n s o f a 3 - d i m e n s i o n a l
v e r s i o n o f t h e K i v i a t p l o t ( a l s o c a l l e d s p i d e r p l o t ) . I n c a s e o f f u n c t i o n a l
o u t p u t d a t a , t h e u s e o f s o u n d i s p r o p o s e d t o c o n v e y t h i s i n f o r m a t i o n .
T h e f u n c t i o n a l d a t a i s a n a l y s e d u s i n g t h e H i g h e s t D e n s i t y R e g i o n ( H D R )
t e c h n i q u e , a n d d i s t a n c e f r o m t h e m o s t p r o b a b l e o u t p u t i s m a p p e d
t h r o u g h s o u n d .
T h e s e m e t h o d s a r e a p p l i e d o n v a r i o u s c o m p l e x c o n f i g u r a t i o n s i n t h e
l a s t p a r t . F i r s t o f a l l , C h a p t e r 9 c o m p a r e s G P a n d P C i n a h y d r a u l i c c o n -
t e x t w i t h t h e 1 - d i m e n s i o n a l c o d e : M A S C A R E T . B o t h s u r r o g a t e s h o w e d
t h e i r a b i l i t y t o c o r r e c t l y s u b s t i t u t e t h e s i m u l a t o r w i t h a l o w n u m b e r o f
n u m e r i c a l s i m u l a t i o n s . I n a n o p e r a t i o n a l c o n t e x t , r e p l a c i n g a n u m e r i c a l
s i m u l a t o r w i t h a s u r r o g a t e m o d e l i s o f i n t e r e s t e v e n i f t h e o r i g i n a l m o d e l
i s n o t e x p e n s i v e t o e v a l u a t e . I t a l l o w s t o p r o d u c e m o r e f r e q u e n t l y , a n d
m o r e a c c u r a t e l y , p r e d i c t i o n s u s i n g l e s s e x p e n s i v e h a r d w a r e .
C h a p t e r 1 0 i l l u s t r a t e s t h e b e n e f i t s o f t h e n o v e l r e s a m p l i n g m e t h o d s
o n a c o n f i g u r a t i o n k n o w n i n t h e l i t e r a t u r e t o b e d i f f i c u l t t o r e p r o d u c e : t h e
a e r o t h e r m a l f l o w a r o u n d t h e L S 8 9 b l a d e c a s c a d e . I t i s r e m i n d e d t h a t t h i s
i s t h e f i r s t u n c e r t a i n t y q u a n t i f i c a t i o n s t u d y p e r f o r m e d u s i n g L a r g e E d d y
S i m u l a t i o n ( L E S ) . T h e c o d e A V B P w a s u s e d . T h e d i f f i c u l t y t o c o r r e c t l y
p r e d i c t t h e f l o w f e a t u r e s e v e n f o r s u c h a h i g h - f i d e l i t y s i m u l a t i o n , p o i n t s
t o w a r d s t h e u n c e r t a i n t y o f t h e b o u n d a r y c o n d i t i o n s . T h e t u r b u l e n c e
i n t e n s i t y a n d t h e a n g l e o f a t t a c k a r e k n o w n t o a f f e c t t h e a e r o t h e r m a l
f l o w . T h i s q u a n t i t y i s o f g r e a t i n t e r e s t f o r i n d u s t r i a l p a r t n e r s t o d e t e r m i n e
t h e l i f e - c y c l e o f t h e t u r b i n e c o m p o n e n t s . T h e s t u d y a l l o w e d t o f i n d a
s p a t i a l s e n s i t i v i t y o f t h e f l o w t o t h e i n p u t p a r a m e t e r s .
F o l l o w i n g , C h a p t e r 1 1 p r e s e n t s t h e u s e o f H D R i n o r d e r t o r e d u c e
t h e d i m e n s i o n a l i t y o f t h e i n p u t p a r a m e t e r s p a c e f o r a c o m p l e x c a s e : a
s w i r l e r g e o m e t r y . U s i n g L E S a n d A d a p t a t i v e M e s h R e f i n e m e n t s ( A M R )
t h e p h y s i c i s c a p t u r e d w i t h p r e c i s i o n a l l o w i n g a s s e s s i n g m a n u f a c t u r -
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i n g d i s p e r s i o n c o m i n g f r o m A d d i t i v e M a n u f a c t u r i n g ( A M ) . T h i s s t u d y
a l l o w e d t o f i n d t h a t t h e m a n u f a c t u r i n g t o l e r a n c e s c o u l d b e r e d u c e d a s
t h e i m p a c t o f a d d i t i v e m a n u f a c t u r i n g o n t h e Q o I w a s c o n t r o l l e d . O n
a n i n d u s t r i a l p o i n t o f v i e w , s u c h a n a l y s i s c a n h e l p r e d u c e c o s t i f t h e
p r e c i s i o n c a n b e l o w e r e d .
I n C h a p t e r 1 2 , t h e w h o l e t o o l c h a i n i s u s e d t o p e r f o r m a g l o b a l o p t i -
m i z a t i o n o f t h e g e o m e t r y o f a h e a t e x c h a n g e r — c o n s i s t i n g i n a r i b b e d
t u b e . T h e E f f i c i e n t G l o b a l O p t i m i z a t i o n ( E G O ) m e t h o d w a s u s e d t o l o w e r
t h e c o m p u t a t i o n a l c o s t o f t h e s t u d y . T h e o b t a i n e d s u r r o g a t e m o d e l w a s
t h e n u s e d t o p e r f o r m a U Q a n a l y s i s . O n e o f t h e m a i n c o n c l u s i o n s f r o m
t h i s a n a l y s i s i s t h a t t h e i n t e r a c t i o n e f f e c t b e t w e e n t h e p i t c h o f t h e r i b s
a n d t h e e m p t i n e s s r a t i o b e t w e e n t h e r i b s w a s i m p o r t a n t .
T h e p e r s p e c t i v e s o f t h i s w o r k a r e n u m e r o u s . T h e y a r e p r e s e n t e d
u n d e r t h r e e s u b s e c t i o n s : ( i ) s u r r o g a t e m o d e l s , ( i i ) u n c e r t a i n t y t o o l s a n d
( i i i ) v i s u a l i z a t i o n .
• S u r r o g a t e m o d e l s ,
A s o u t l i n e d i n t h e l i t e r a t u r e r e v i e w , l o t s o f w o r k h a s a l r e a d y b e e n
d e v o t e d t o t h e d e f i n i t i o n o f s u r r o g a t e m o d e l s a n d ( r e ) s a m p l i n g
s t r a t e g i e s . N e w a p p r o a c h e s a r e s t i l l b e i n g p r o p o s e d a s i n [ 1 8 7 ]
w h e r e a d e e p l e a r n i n g a p p r o a c h i s u s e d t o c o n s t r u c t d e e p G P
m o d e l s o r i n [ 2 0 4 ] w h e r e P C a n d G P a r e u s e d i n t h e s a m e f r a m e -
w o r k .
C o n s i d e r i n g t h e d i m e n s i o n a l i t y o f t h e D o E a n d Q o I , a c o m m o n
p r a c t i c e i s t o u s e a P r o p e r O r t h o g o n a l D e c o m p o s i t i o n ( P O D ) i n
o r d e r t o r e d u c e t h e d i m e n s i o n a l i t y . W h i l e t h i s m e t h o d p r o d u c e s
g o o d r e s u l t s — a s p r e s e n t e d i n t h i s w o r k — , o t h e r r e d u c t i o n t e c h -
n i q u e s s u c h a s L i n e a r D i s c r i m i n a n t A n a l y s i s ( L D A ) o r A u t o e n c o d e r
c o u l d b e i n v e s t i g a t e d [ 8 8 ] . I t b e c o m e s e v e n m o r e c h a l l e n g i n g t o
t a k e i n t o a c c o u n t a t e m p o r a l h i g h d i m e n s i o n a l p h e n o m e n o n . A
p a r a l l e l w i t h L o n g S h o r t T e r m M e m o r y ( L S T M ) m e t h o d s f r o m d e e p
l e a r n i n g c a n b e m a d e .
A n o t h e r c h a l l e n g e i s t o t a k e i n t o a c c o u n t b i f u r c a t i o n s i n t h e p h y s i c s .
A b i f u r c a t i o n i s a q u a l i t a t i v e c h a n g e o f t h e b e h a v i o u r o f a s y s t e m
r e s u l t i n g f r o m a s m a l l s m o o t h c h a n g e ( c o n t r a r y t o a n i m p u l s i o n o r
D i r a c ) m a d e t o t h e p a r a m e t e r v a l u e s . T h e i d e n t i f i c a t i o n o f c l a s s e s
i n t h e i n p u t s p a c e t h a t l e a d t o b i f u r c a t i o n s i n t h e o u t p u t s p a c e
c a n b e a c h i e v e d b y e x p e r t k n o w l e d g e o r w i t h m a c h i n e l e a r n i n g
a l g o r i t h m s a s p r o p o s e d i n [ 6 2 ] . P r o p e r l y s e p a r a t i n g t h e i n p u t p a -
r a m e t e r s p a c e d e p e n d i n g o n t h e p h y s i c s i s a d i f f i c u l t t a s k a s t h e
d i m e n s i o n a l i t y i n c r e a s e s a n d t h e u s e o f a u t o m a t i c t o o l s c o m e s
a t h a n d . S t i l l , t h e r e a r e l o t s o f p o s s i b i l i t i e s a n d f i n d i n g t h e r i g h t
c r i t e r i o n f o r a g i v e n p r o b l e m s t i l l r e q u i r e s s o m e e x p e r t i s e .
E f f o r t s a r e a l s o c o n c e n t r a t e d o n o t h e r a s p e c t s s u c h a s t h e c o s t
o f c o n s t r u c t i o n o f t h e m o d e l s a n d h o w t o f r a m e t h e p r o b l e m . T h e
o p t i m i z a t i o n o f w e i g h t s i s a k e y s t e p i n d e e p l e a r n i n g a l g o r i t h m s .
D u r i n g t h e p a s t y e a r s , t h e r e h a s b e e n a n i n c e n t i v e t o w a r d B a y e s i a n
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o p t i m i z a t i o n t o s o l v e t h i s p r o b l e m . B u t d e e p l e a r n i n g m a k e s u s e
o f l a r g e d a t a s e t w h i c h i s a c o n c e r n w i t h G a u s s i a n P r o c e s s . S o m e
e f f o r t a r e b e i n g d o n e t o i m p r o v e t h e s c a l a b i l i t y [ 2 3 8 ] ( g o i n g f r o m
O(n3) t o O(n)) . A n i n t e r e s t i n B a y e s i a n m o d e l i s f o r e s e e n , n o t
o n l y o n a n a p p l i c a t i v e p o i n t - o f - v i e w b u t a l s o o n m o r e t h e o r e t i c a l
a s p e c t s .
• U n c e r t a i n t y t o o l s ,
C o n c e r n i n g t h e s t a t i s t i c a l t o o l s t o a s s e s s u n c e r t a i n t i e s , f r o m t h e
l i t e r a t u r e r e v i e w i t w a s s h o w n t h a t v a r i a n c e b a s e d m e t h o d s h a v e
b e c o m e a s t a n d a r d . S o m e i m p r o v e m e n t s a r e s t i l l p o s s i b l e — a s
s h o w n b y [ 1 9 8 ] w h e r e t h e p r o p o s e d a l g o r i t h m r e q u i r e s l e s s s a m -
p l e s t o c o n v e r g e w h i l e b e i n g i t e r a t i v e . S o b o l ’ i n d i c e s a r e s t i l l
d e m a n d i n g i n t e r m s o f c o m p u t a t i o n a l r e s s o u r c e s a n d i t e r a t i v e
s t r a t e g i e s s e e k t o c o n t r o l t h e c o s t o f s u c h a n a l y s i s [ 2 2 3 ] . H o w -
e v e r , t h e s e m e t h o d s s t i l l r e q u i r e a g r o u p o f d+2 ( w i t h d t h e n u m b e r
o f i n p u t p a r a m e t e r s ) c o h e r e n t s i m u l a t i o n s a t e a c h i t e r a t i o n t o p r o -
c e e d . I n c a s e o f a l a r g e n u m b e r o f p a r a m e t e r s a n d a c o m p l e x
s i m u l a t i o n p r o c e d u r e , s o m e s a m p l e m i g h t f a i l t o r e t u r n a r e s u l t .
I n s u c h c a s e , t h e p r o c e d u r e i s n o t r o b u s t a n d l o t s o f s a m p l e s a r e
l o s t — f o r 1 s a m p l e m i s s i n g , d+1 s a m p l e s a r e l o s t . H e n c e t h e n e e d
o f r o b u s t s t r a t e g i e s .
M o v i n g o n t o o t h e r s e n s i t i v i t y i n d i c e s , m o r e w o r k i s e x p e c t e d
c o n c e r n i n g m o m e n t - b a s e d i n d i c e s . T h e r e a r e a l o t o f m e t r i c s
t h a t c a n b e u s e d t o d i s c r i m i n a t e t h e c o n d i t i o n a l a n d u n c o n d i t i o n a l
p r o b a b i l i t y d e n s i t y f u n c t i o n s b u t n o c l e a r r e c o m m e n d a t i o n a n d
c o m p a r i s o n i s a v a i l a b l e .
T h e r e i s a w i d e r a n g e o f m a t u r e s o l u t i o n s a v a i l a b l e a n d t h e c h a l -
l e n g e , a s o u t l i n e d i n [ 1 9 9 ] , i s t o w a r d e d u c a t i n g p e o p l e t o u s e t h e m .
G o i n g f u r t h e r , t h e w h o l e c o m m u n i t y w o u l d b e n e f i t f r o m c o m m o n
a n d u p d a t e d g u i d e l i n e s o n h o w t o h a n d l e u n c e r t a i n t i e s . T h i s i s
o n e o f t h e g o a l o f t h e C O S T a c t i o n p r o p o s a l : M o d e l A u d i t i n g a n d
S e n s i t i v i t y A n a l y s i s . T h i s p r o j e c t s e e k t o f e d e r a t e t h e c o m m u n i t y
a n d c r e a t e t o o l s a n d t e a c h i n g m a t e r i a l s w h i c h w o u l d b e u p d a t e d
a s p e r t h e l a t e s t r e s e a r c h .
• V i s u a l i z a t i o n .
A s f o r t h e v i s u a l i z a t i o n o f u n c e r t a i n t y , a n d m o r e g e n e r a l l y t h e w a y
t o c o n v e y i t i n a u s e f u l w a y , i t i s s t i l l a n o p e n q u e s t i o n . T h e u n c e r -
t a i n t y c o m m u n i t y i s l a c k i n g i n t e r e s t o n t h e m a t t e r a s o p p o s e d t o
t h e d a t a v i s u a l i z a t i o n c o m m u n i t y . I n t e r e s t i n g w o r k a r o u n d u n c e r -
t a i n t y a r e b e i n g p u b l i s h e d b u t a l i n k b e t w e e n t h e t w o c o m m u n i t y i s
s t i l l r e q u i r e d . L i n k i n g u n c e r t a i n t y v i s u a l i z a t i o n w i t h d e e p l e a r n i n g
i s e v e n m o r e c h a l l e n g i n g d u e t o t h e c u r s e - o f - d i m e n s i o n a l i t y .
C o m p l e x v i s u a l i z a t i o n s c h e m e s a r e b e i n g p r o p o s e d b u t t h e r e i s s t i l l
r e l u c t a n c e a b o u t t h e s e n e w r e p r e s e n t a t i o n s . T o p a r a p h r a s e S h e e -
l a g h C a r p e n d a l e , a l p h a b e t i t s e l f i s a n i n c r e d i b l y c o m p l e x v i s u a l
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s y s t e m w h i c h r e q u i r e s y e a r s t o l e a r n . O n c e m a s t e r e d , i t r e v e a l s
t o b e a p o w e r f u l c o m m u n i c a t i o n t o o l s . U n c e r t a i n t y v i s u a l i z a t i o n
i s t o d a y l i m i t e d a s t o b e q u i c k l y u n d e r s t a n d a b l e w h i c h c o n s t r a i n
t h e s e i n n o v a t i o n s t o b e a d o p t e d . A n o t h e r l i m i t i s f o u n d w i t h t h e i n -
c e n t i v e n o t t o u s e 3 - d i m e n s i o n a l v i s u a l i z a t i o n s o r t h e n e e d t o f i n d
e q u i v a l e n t r e p r e s e n t a t i o n s i n 2 - d i m e n s i o n s f o r p r i n t i n g p u r p o s e
f o r i n s t a n c e . I n t h a t r e g a r d , t h e l i t e r a t u r e a r o u n d 3 - d i m e n s i o n a n d
i n t e r a c t i v e u n c e r t a i n t y i s s l i m n o t t o s a y i n e x i s t a n t .
T h i s w o r k h a s p r o v e n t h e f e a s i b i l i t y o f U Q i n a L E S c o n t e x t a n d m o r e
g e n e r a l l y i n a h i g h c o m p u t a t i o n a l e n v i r o n m e n t . D i s t r i b u t i n g B a t m a n
o p e n l y , a n d t h u s a l l t h e n o v e l t y o f t h i s t h e s i s w o r k , h a s a l l o w e d a m u l t i -
t u d e o f i n t e r n a t i o n a l c o l l a b o r a t i o n s w i t h b o t h i n s t i t u t i o n a l a n d i n d u s t r i a l
p a r t n e r s . I t a l l e v i a t e t h e u s a g e o f U Q i n c o m p l e x c o n f i g u r a t i o n a n d a l s o
p e r m i t a c o l l a b o r a t i o n a r o u n d a c o m m o n t o o l . O n a m e t h o d o l o g i c a l a s -
p e c t , t h i s w o r k p r o p o s e s n e w d i r e c t i o n s t o e x p l o r e . I n e v e r y a s p e c t , a n
i n f l u e n c e o f t h e d a t a s c i e n c e c o m m u n i t y i s f o r e s e e n . F r o m a b u s a r r i v a l
p r e d i c t i o n t o i m p a c t a n d r i s k a s s e s s m e n t a t t h e E u r o p e a n C o m m i s s i o n
l e v e l , t h e t r e a t m e n t o f u n c e r t a i n t i e s h a s b e c o m e a n i m p o r t a n t s o c i e t a l
a n d e n g i n e e r i n g p r e o c c u p a t i o n . T h i s t h e s i s p a v e s t h e w a y , n o t t o a l e s s
u n c e r t a i n w o r l d , b u t t o a p o p u l a t i o n m o r e a w a r e a n d e m p o w e r e d w i t h
u n c e r t a i n t y .
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A | F u n c t i o n s a n d D a t a s e t s
A . 1 A n a l y t i c a l F u n c t i o n s
A n a l y t i c a l f u n c t i o n s — s e e T a b l e A . 1 — w i t h i n c r e a s i n g n u m b e r s o f i n p u t
d i m e n s i o n s a r e p r e s e n t e d , n a m e l y : ( i ) R o s e n b r o c k ; ( i i ) M i c h a l e w i c z
; ( i i i ) B r a n i n ; ( i v ) I s h i g a m i ; a n d ( v ) g - f u n c t i o n [ 1 6 1 , 1 0 9 , 2 0 1 , 9 2 , 7 8 ] .
T h e y a r e a l l w i d e l y u s e d b e c a u s e t h e y a r e n o n l i n e a r a n d n o n m o n o t o n i c .
M o r e o v e r , t w o v e r s i o n s o f t h e g - f u n c t i o n 1 1 - D a r e a l s o u s e d . g - f u n c t i o n
( i ) 1 1 - D d e m o n s t r a t e s t h e b e h a v i o u r o f t h e m e t h o d s w i t h a s m a l l n u m b e r
o f i n p u t p a r a m e t e r s c o n t r i b u t i n g t o t h e Q o I , w h e r e a s g - f u n c t i o n ( i i ) 1 1 - D
e x h i b i t s m o r e i n f l u e n t i n p u t p a r a m e t e r s .
F u n c t i o n H y p e r c u b e D e f i n i t i o n
R o s e n b r o c k 2 - D [−2.048, 2.048]2 f(X1, X2) = ∑d−1i=1 [100(xi+1 − x2i )2 + (xi − 1)2]
M i c h a l e w i c z 2 - D [0, pi]2 f(X1, X2) = −∑di=1 sin(xi) sin2m ( ix2ipi
)
















I s h i g a m i 3 - D [−pi, pi]3 f(X1, X2, X3) = sinX1 + 7 sin2X2 + 0.1X43 sinX1




1+ai , ai = i
g - f u n c t i o n ( i ) 1 1 - D [0, 1]11 f(X1, ..., X11) =
11∏
i=1
|4Xi − 2|+ ai
1 + ai
,
a = [1, 2, 5, 10, 20, 50, 100, 500, 103, 103, 103]
g - f u n c t i o n ( i i ) 1 1 - D [0, 1]11 f(X1, ..., X11) =
11∏
i=1
|4Xi − 2|+ ai
1 + ai
,
a = [1, 2, 2, 3, 3, 10, 50, 50, 50, 100, 100]
T a b l e A . 1 – A n a l y t i c a l f u n c t i o n s c o n s i d e r e d s o r t e d b y i n c r e a s i n g n u m b e r
o f i n p u t p a r a m e t e r s .
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A . 2 D a t a s e t s
T a b l e A . 2 p r e s e n t s t w o d a t a s e t s . T h e f i r s t d a t a s e t ( E l N i ñ o ) h a s n o
i n p u t - o u t p u t r e l a t i o n a n d o n l y f e a t u r e s a t e m p o r a l o u t p u t . T h e s e c o n d
d a t a s e t H y d r o d y n a m i c s f e a t u r e s a n i n p u t - o u t p u t r e l a t i o n w i t h s p a t i a l l y
v a r y i n g o u t p u t . T h e d a t a s e t s a r e a s f o l l o w s :
• T h e E l N i ñ o d a t a s e t i s a w e l l - k n o w n f u n c t i o n a l d a t a s e t [ 1 0 2 ] . I t
c o n s i s t s i n a t i m e s e r i e s o f m o n t h l y a v e r a g e d S e a S u r f a c e T e m p e r -
a t u r e ( S S T ) i n d e g r e e s C e l s i u s s p a t i a l l y a v e r a g e d o v e r t h e P a c i f i c
O c e a n r e g i o n ( 0 - 1 0 ° S a n d 9 0 - 8 0 ° W ) f r o m J a n u a r y 1 9 5 0 t o D e c e m -
b e r 2 0 0 7 . T h e r e s p o n s e v a r i a b l e i s a v e c t o r o f s i z e 1 2 a n d t h e d a t a
s e t g a t h e r s 5 8 r e a l i z a t i o n s . D a t a o r i g i n a t e f r o m N O A A E R S S T v 5 ’ s
d a t a b a s e a v a i l a b l e a t h t t p : / / w w w . c p c . n c e p . n o a a . g o v / d a t a / i n d i c e s .
• T h e H y d r o d y n a m i c s d a t a s e t g a t h e r s w a t e r l e v e l s ( i n m ) c o m p u t e d
w i t h t h e 1 - d i m e n s i o n a l S h a l l o w W a t e r E q u a t i o n M A S C A R E T s o l v e r
( o p e n t e l e m a c . o r g ) f o r a 5 0 k m r e a c h o f t h e G a r o n n e r i v e r i n S o u t h -
W e s t o f F r a n c e [ 7 ] . U n c e r t a i n i n p u t s r e l a t e t o 4 s c a l a r s : t h e f r i c t i o n
c o e f f i c i e n t s o f t h e r i v e r b e d Ks1, Ks2, Ks3 d e f i n e d o v e r t h r e e h o -
m o g e n e o u s s p a t i a l a r e a s , a n d t h e u p s t r e a m b o u n d a r y c o n d i t i o n
d e s c r i b e d b y a c o n s t a n t s c a l a r v a l u e f o r t h e i n f l o w Q i n s t a t i o n -
a r y f l o w . T h e r e s p o n s e v a r i a b l e i s a v e c t o r o f s i z e 4 6 3 ( n u m b e r
o f c o m p u t a t i o n n o d e s f o r t h e 1 D m e s h ) a n d a n e n s e m b l e o f 2 0 0
r e a l i z a t i o n s i s c o n s i d e r e d h e r e .
D a t a s e t S c a l a r i n p u t F u n c t i o n a l o u t p u t S a m p l e s i z e
E l N i ñ o - 1 2 5 8
H y d r o d y n a m i c s 4 4 6 3 2 0 0
T a b l e A . 2 – D e s c r i p t i o n o f t h e E l N i ñ o a n d H y d r o d y n a m i c s d a t a s e t s .
P a g e 1 7 2 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
B | O p t i m i z a t i o n M e t h o d
A m o n g t h e n u m e r o u s m e t h o d s t h a t c a n b e u s e d t o d o a n o p t i m i z a -
t i o n [ 4 1 ] a r e t h e o n e t a k i n g a d v a n t a g e s o f a s u r r o g a t e m o d e l [ 7 7 ] . W h e n
d e a l i n g w i t h c o m p l e x c a s e s , t h e n u m e r i c a l c o s t i s s u c h t h a t o n l y a l i m i t e d
n u m b e r o f s i m u l a t i o n s c a n b e p e r f o r m e d . H o w e v e r , e n s u r i n g t h e c o n v e r -
g e n c e o f a n o p t i m i z a t i o n r e q u i r e s a m i n i m a l n u m b e r o f s u c h e v a l u a t i o n s
f o r b o t h d e t e r m i n i s t i c a n d s t o c h a s t i c m e t h o d s . I n t h i s c o n t e x t , b u i l d i n g
a p r o x y o f t h e s i m u l a t i o n s e t u p a l l o w s o v e r c o m i n g t h e c o m p u t a t i o n a l
c o s t . A s t h i s p r o x y i s b e i n g u s e d f o r o p t i m i z i n g t h e p r o b l e m , i t s q u a l i t y
i s p a r a m o u n t . A t s o m e p o i n t r e f i n i n g t h e s p a c e o f p a r a m e t e r s — l e a d i n g
t o a q u a l i t y i m p r o v e m e n t o f t h e m o d e l — c a n i m p r o v e t h e o p t i m i z a t i o n .
B a t m a n C h a p t e r 5 w a s u s e d t o h a n d l e a l l t h e w o r k f l o w f r o m t h e
d e s i g n o f e x p e r i m e n t s , t o t h e c r e a t i o n o f t h e s u r r o g a t e a n d t h e o p t i -
m i z a t i o n . I t s w o r k f l o w i s p r e s e n t e d i n A l g o r i t h m 3 .
A l g o r i t h m 3 W o r k f l o w u s i n g B A T M A N
R e q u i r e : Nmax, Ns
1 : F o r m u l a t e t h e s u r r o g a t e M o n Ns ’ o u t p u t
2 : w h i l e Ns < Nmax d o
3 : x∗ ← o p t i m i z a t i o n
4 : C o m p u t e a n e w s a m p l e a t x∗
5 : U p d a t e t h e s u r r o g a t e M
6 : e n d w h i l e
E f f i c i e n t G l o b a l O p t i m i z a t i o n ( E G O ) [ 1 1 2 ] i s a B a y e s i a n o p t i m i z a t i o n
t a k i n g i n t o a c c o u n t t h e v a r i a n c e o f t h e m o d e l . T h e o b j e c t i v e o f t h e
o p t i m i z a t i o n i s t o i m p r o v e t h e c u r r e n t s o l u t i o n Ymin. T h e i m p r o v e m e n t
i s c o m p u t e d a s :
I(x)
{
Ymin − Yˆ (x) i f Yˆ (x) < Ymin
0 o t h e r w i s e . ( B . 1 )
U s i n g t h e s u r r o g a t e , t h e p r e d i c t i o n i s e x p r e s s e d a s a r a n d o m p r o c e s s
w i t h Y ∼ N(Yˆ , s2). T h u s , t h e o b j e c t i v e i s t o g e t t h e m a x i m a l m e a n
i m p r o v e m e n t . T h e e x p e c t e d i m p r o v e m e n t ( E I ) i s c o m p u t e d a s a t r a d e o f f
b e t w e e n t h e m i n i m a l v a l u e Ymin a n d a n e x p e c t e d v a l u e g i v e n b y t h e
s t a n d a r d e r r o r s f o r a g i v e n p r e d i c t i o n Yˆ . I t r e a d s :







Ymin − Yˆ (x)
s
)
, ( B . 2 )
w i t h φ(.),Φ(.), r e s p e c t i v e l y , t h e P r o b a b i l i t y D e n s i t y F u n c t i o n ( P D F ) a n d
C u m u l a t i v e D i s t r i b u t i o n F u n c t i o n ( C D F ) o f t h e n o r m a l d i s t r i b u t i o n . S e -
l e c t i n g t h e p o i n t w i t h t h e h i g h e s t e x p e c t e d i m p r o v e m e n t i s a c h i e v e d
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e i t h e r : ( i ) b y m a x i m i z i n g t h e d i f f e r e n c e b e t w e e n t h e m i n i m a l v a l u e a n d
t h e p r e d i c t e d r e s p o n s e ; o r ( i i ) b y i n c r e a s i n g t h e s t a n d a r d d e v i a t i o n —
s e e F i g . B . 1 . H e n c e , t h e f i r s t c o m p o n e n t i s s a i d t o e x p l o i t t h e m o d e l
w h i l e t h e o t h e r s e e k s t o e x p l o r e i t . T h e s e t w o p h a s e s a r e h e r e a u t o m a t -
i c a l l y s e l e c t e d . I n [ 2 0 7 ] , t h e y p r o p o s e d w i t h t h e G e n e r a l i z e d E x p e c t e d
I m p r o v e m e n t a w a y t o d e f i n e a c o n s t a n t g t o a d j u s t t h e d e g r e e o f e x -
p l o r a t i o n v s e x p l o i t a t i o n : E[Ig]. T h e h i g h e s t g i s , t h e m o r e e x p l o r a t o r y
t h e s t r a t e g y i s . I n d e e d , t h e i n i t i a l E I s t r a t e g y t e n d s t o a d d t o o m u c h
e f f o r t a t i m p r o v i n g t h e c u r r e n t s o l u t i o n a n d o n l y t h e n c o n s i d e r o t h e r
r e g i o n s o f t h e p a r a m e t e r s s p a c e . B u t t h i s r a i s e s a n o t h e r c o n c e r n a b o u t
t h e v a l u e o f t h i s c o n s t a n t .






















( a ) R e s p o n s e s u r f a c e o f t h e B r a n i n f u n c t i o n



































































































( b ) E G O
F i g u r e B . 1 – V i s u a l i z a t i o n o f E G O o n t h e B r a n i n f u n c t i o n — s e e A p -
p e n d i x A . 1 . B o t t o m - l e f t i s t h e r e s p o n s e s u r f a c e o f t h e c u r r e n t s u r r o g a t e
m o d e l c o n s t r u c t e d u s i n g s a m p l e s r e p r e s e n t e d b y b l a c k d o t s . B o t t o m -
c e n t e r i s t h e v a r i a n c e o f t h e G P s u r r o g a t e . B o t t o m - r i g h t i s t h e e x p e c t e d
i m p r o v e m e n t . T h e r e d t r i a n g l e r e p r e s e n t s t h e g l o b a l o p t i m u m o f t h e
f u n c t i o n .
T h u s , i n t h i s w o r k w e u s e d t h e c l a s s i c a l e x p e c t e d i m p r o v e m e n t
f o r m u l a t i o n i n o r d e r t o a v o i d t h e d e f i n i t i o n o f a n a d d i t i o n a l c o n s t a n t .
D u e t o t h e c o m p u t a t i o n a l c o s t o f t h e s i m u l a t i o n s , t h i s p a r a m e t e r w a s
n o t c h a r a c t e r i z e d .
P a g e 1 7 4 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C | C o m p u t a t i o n a l F l u i d D y n a m i c s
C . 1 G o v e r n i n g E q u a t i o n s o f C o m p r e s s i b l e F l o w s
T o s o l v e c o m p r e s s i b l e f l o w s , t h e g o v e r n i n g e q u a t i o n s a r e t h e t o t a l m a s s ,
t h e m o m e n t u m a n d t h e e n e r g y c o n s e r v a t i o n l a w s . T h e y r e s p e c t i v e l y

























+ Q˙+ ρfiui. ( C . 3 )
T h e s e e q u a t i o n s a r e t h e N a v i e r - S t o k e s e q u a t i o n s a n d t h e y a r e h e r e
p r e s e n t e d i n C a r t e s i a n c o o r d i n a t e s u s i n g t h e c o n v e n t i o n a l E i n s t e i n
n o t a t i o n .
I n E q . ( C . 1 ) , xi a n d ui a r e t h e it h s p a t i a l c o o r d i n a t e , a n d ρ i s t h e f l u i d
d e n s i t y . I n t h e m o m e n t u m c o n s e r v a t i o n e q u a t i o n ( E q . ( C . 2 ) ) , p i s t h e
s t a t i c p r e s s u r e , fj i s t h e v o l u m e f o r c e i n t h e d i r e c t i o n j a n d τij i s t h e











, ( C . 4 )
w h e r e µ i s t h e d y n a m i c v i s c o s i t y o f t h e f l u i d ( µ = ρν , w i t h ν t h e k i n e m a t i c
v i s c o s i t y ) , a n d δij i s t h e K r o n e c k e r s y m b o l ( δij = 1 i f i = j , 0 o t h e r w i s e ) .
F i n a l l y , E q . ( C . 3 ) i s t h e e n e r g y c o n s e r v a t i o n e q u a t i o n , w r i t t e n w i t h
t h e t o t a l e n e r g y et. Q˙ i s t h e h e a t s o u r c e t e r m a n d t h e e n e r g y f l u x qi i s
d e f i n e d a s :
qi = −λ ∂T
∂xi
, ( C . 5 )
w h e r e T i s t h e f l u i d t e m p e r a t u r e a n d λ i s t h e t h e r m a l c o n d u c t i v i t y o f
t h e f l u i d .
I n t h i s w o r k , t h e N a v i e r - S t o k e s e q u a t i o n s a r e c l o s e d u s i n g t h e p e r f e c t
g a s s t a t e e q u a t i o n :
p = ρRT, ( C . 6 )
w i t h t h e p e r f e c t g a s c o n s t a n t R = 8,314 J mol1 K1.
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C . 2 T u r b u l e n c e M o d e l l i n g
T u r b u l e n c e i s a n a t u r a l r e g i m e o f v i s c o u s f l o w s c h a r a c t e r i z e d b y a n
a p p a r e n t r a n d o m a n d c h a o t i c b e h a v i o u r o f t h e f l o w s t r u c t u r e s . D e s p i t e
t u r b u l e n c e b e i n g a c o m p l e x p h e n o m e n o n , i t s m e c h a n i s m w a s i d e n t i f i e d
b y K o l m o g o r o v [ 1 2 4 ] w h o t h e o r i z e d t h e i d e a o f t h e e n e r g e t i c c a s c a d e
o f t u r b u l e n c e . F i g u r e C . 1 p r e s e n t s a n i l l u s t r a t i o n o f t h e e n e r g e t i c c a s -
c a d e . T h e e n e r g y o f t u r b u l e n c e E(κ) i s e x p r e s s e d a s a f u n c t i o n o f t h e
w a v e n u m b e r κ. T h e t u r b u l e n t k i n e t i c e n e r g y i s p r o d u c e d b y t h e l a r g e s t
t u r b u l e n t s t r u c t u r e s w h i c h a r e a s s o c i a t e d t o t h e s m a l l v a l u e s o f κ. T h e
c h a r a c t e r i s t i c s i z e l0 i s c a l l e d t h e i n t e g r a l s c a l e a n d i s r e l a t e d t o t h e
m e a n f l o w g e o m e t r y . T h e t u r b u l e n t e n e r g y i s t r a n s m i t t e d t o s m a l l e r
t u r b u l e n t s c a l e s b y s t r e t c h i n g t h e l a r g e s t e d d i e s , l e a d i n g t o t h e f o r m a -
t i o n o f s m a l l e r c o h e r e n t s t r u c t u r e s . T h e s m a l l e s t e d d i e s o f t h e f l o w a r e
d e f i n e d b y a c h a r a c t e r i s t i c s i z e κη c a l l e d t h e K o l m o g o r o v s c a l e . A t t h i s
p o i n t , t h e e d d i e s d i s s i p a t e t h e t u r b u l e n t e n e r g y b y v i s c o u s e f f e c t .
D i f f e r e n t a p p r o a c h e s m a y b e u s e d t o s o l v e t h e t u r b u l e n t f l o w e q u a -
t i o n s . T h e D i r e c t N u m e r i c a l S i m u l a t i o n ( D N S ) a p p r o a c h s o l v e s t h e s e
e q u a t i o n o n a l l f l u i d s c a l e s , w h i c h l e a d s t o a v e r y g o o d a c c u r a c y b u t a l s o
a h i g h c o m p u t a t i o n a l c o s t . L a r g e E d d y S i m u l a t i o n ( L E S ) a n d R e y n o l d s -
A v e r a g e d N a v i e r - S t o k e s ( R A N S ) a r e t w o a p p r o a c h e s t h a t m o d e l t h e
t u r b u l e n c e . L E S o n l y m o d e l s t h e s m a l l e s t s c a l e s w h i l e R A N S m o d e l s a l l
s c a l e s . I t m e a n s t h a t t h e r e s u l t o f a R A N S c o m p u t a t i o n c o r r e s p o n d t o
a n a v e r a g i n g o v e r t i m e . T u r b u l e n c e i s h e n c e f i l t e r e d w i t h t h i s a p p r o a c h
a n d o n l y D N S a n d L E S a r e a b l e t o a c c o u n t f o r s u c h p h y s i c a l p h e n o m e n a .
P a g e 1 7 6 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
C . 2 . T U R B U L E N C E M O D E L L I N G
F i g u r e C . 1 – E n e r g y s p e c t r u m a s s o c i a t e d t o t h e d i f f e r e n t f l u i d s c a l e s .
S o u r c e [ 8 0 ] .
P a g e 1 7 7 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
A P P E N D I X C . C O M P U T A T I O N A L F L U I D D Y N A M I C S
P a g e 1 7 8 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
D | B a t m a n ’ s A P I
F o l l o w i n g i s a n e x t r a c t o f B a t m a n ’ s A P I . F o r a n u p t o d a t e v e r s i o n , r e f e r
t o t h e o n l y d o c u m e n t a t i o n :
h t t p s : / / b a t m a n . r e a d t h e d o c s . i o / e n / d e v e l o p / a p i . h t m l
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API Reference
This is the class and function reference of batman. Please refer to previous sections
for further details, as the class and function raw specifications may not be enough to
give full guidelines on their uses.
batman.space : Parameter space
space.Sample ([space, data, plabels, …]) Container class for samples.
space.Space (corners[, sample, nrefine, …]) Manages the space of parameters.
space.gp_sampler.GpSampler (reference[, …]) GpSampler class.
space.Doe (n_samples, bounds, kind[, dists, …]) DOE class.
space.Refiner (data, corners[, delta_space, …]) Resampling the space of parameters.
batman.surrogate : Surrogate Modelling
surrogate.SurrogateModel (kind, corners, …) Surrogate model.
surrogate.Kriging (sample, data[, kernel, …]) Kriging based on Gaussian Process.
surrogate.PC (strategy, degree, distributions) Polynomial Chaos class.
surrogate.RBFnet (trainIn, trainOut[, …]) RBF class.




surrogate.Mixture (samples, data, corners[, …]) Mixture class.
batman.uq : Uncertainty Quantification
uq.UQ (surrogate[, dists, nsample, method, …]) Uncertainty Quantification class.
uq.cosi (sample, data) Cosine transformation sensitivity.
A P P E N D I X D . B A T M A N ’ S A P I
P a g e 1 8 0 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
batman.visualization : Uncertainty Visualization
visualization.Kiviat3D (sample, data[, idx, …]) 3D version of the Kiviat plot.
visualization.Tree (sample, data[, bounds, …]) Tree.
visualization.HdrBoxplot (data[, variance, …]) High Density Region boxplot.
visualization.doe (sample[, plabels, …])




visualization in 2d (image), 3d
(movie) or 4d (movies).
visualization.sensitivity_indices (indices[, …]) Plot Sensitivity indices.






visualization.corr_cov (data, sample, xdata)
Correlation and covariance
matrices.
visualization.pdf (data[, xdata, xlabel, …]) Plot PDF in 1D or 2D.
visualization.kernel_smoothing (data[, optimize]) Create gaussian kernel.
visualization.reshow (fig)
Create a dummy figure and
use its manager to display
fig .
visualization.mesh_2D (fname[, var, flabels, …])
Visualization of specific
variable on a user provided
2D mesh.
batman.pod : Proper Orthogonal Decomposition
pod.Pod (corners[, tolerance, dim_max]) POD class.
batman.functions : Functions
functions.data Data module
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functions.analytical.Branin () Branin class [Forrester2008].
functions.analytical.Michalewicz ([d, m]) Michalewicz class [Molga2005].
functions.analytical.Ishigami ([a, b]) Ishigami class [Ishigami1990].
functions.analytical.Rastrigin ([d]) Rastrigin class [Molga2005].
functions.analytical.G_Function ([d, a]) G_Function class [Saltelli2000].




functions.analytical.Channel_Flow ([dx, …]) Channel Flow class.
functions.analytical.Manning ([width, slope, …])
Manning equation for
rectangular channel class.
functions.db_Mascaret ([fname, multizone]) Mascaret class.
functions.utils.multi_eval (fun) Detect space or unique point.
functions.utils.output_to_sequence (fun) Convert float output to list.
batman.tasks : Tasks
tasks.ProviderFunction (plabels, flabels, …)
Provides Snapshots built through
an external python function.
tasks.ProviderFile (plabels, flabels, file_pairs)
Provides Snapshots loaded from a
list of files.
tasks.ProviderJob (plabels, flabels, command, …)
Provides Snapshots built through
a 3rd-party program.
batman.misc : Misc
misc.NestedPool ([processes, initializer, …]) NestedPool class.
misc.ProgressBar (total) Print progress bar in console.
misc.optimization (bounds[, discrete])
Perform a discret or a
continuous/discrete optimization.
misc.import_config (path_config, path_schema) Import a configuration file.
misc.check_yes_no (prompt, default) Ask user for delete confirmation.
misc.ask_path (prompt, default, root) Ask user for a folder path.
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misc.abs_path (value) Get absolute path.
misc.clean_path (path)
Return an absolute and normalized
path.
batman.input_output : Input Output
input_output.available_formats () Return the list of available format names.
input_output.formater (format_name) Return a Formater.
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n u m e r i c a l e s t i m a t i o n a n d a p p l i c a t i o n s .
[ 1 0 8 ] I o o s s , B . a n d A . S a l t e l l i ( 2 0 1 6 ) . I n t r o d u c t i o n t o S e n s i t i v i t y A n a l y -
s i s . I n H a n d b o o k o f U n c e r t a i n t y Q u a n t i f i c a t i o n , p p . 1 – 2 0 . S p r i n g e r
I n t e r n a t i o n a l P u b l i s h i n g .
[ 1 0 9 ] I s h i g a m i , T . a n d T . H o m m a ( 1 9 9 0 ) . A n i m p o r t a n c e q u a n t i f i c a -
t i o n t e c h n i q u e i n u n c e r t a i n t y a n a l y s i s f o r c o m p u t e r m o d e l s . I E E E ,
3 9 8 – 4 0 3 .
[ 1 1 0 ] J i m e n e z , J . ( 2 0 0 4 , J a n u a r y ) . T u r b u l e n t f l o w o v e r r o u g h w a l l s .
A n n u a l R e v i e w o f F l u i d M e c h a n i c s 3 6 , 1 7 3 – 1 9 6 .
[ 1 1 1 ] J i m e n e z , J . a n d P . M o i n ( 1 9 9 1 ) . T h e m i n i m a l f l o w u n i t i n n e a r - w a l l
t u r b u l e n c e . J o u r n a l o f F l u i d M e c h a n i c s 2 2 5 , 2 1 3 – 2 4 0 .
[ 1 1 2 ] J o n e s , D . R . , M . S c h o n l a u , a n d J . W i l l i a m ( 1 9 9 8 ) . E f f i c i e n t G l o b a l
O p t i m i z a t i o n o f E x p e n s i v e B l a c k - B o x F u n c t i o n s . J o u r n a l o f G l o b a l
O p t i m i z a t i o n 1 3 .
[ 1 1 3 ] J o r d a n , S . A . ( 2 0 0 3 , D e c e m b e r ) . T h e t u r b u l e n t c h a r a c t e r a n d
p r e s s u r e l o s s p r o d u c e d b y p e r i o d i c s y m m e t r i c r i b s i n a c i r c u l a r d u c t .
I n t e r n a t i o n a l J o u r n a l o f H e a t a n d F l u i d F l o w 2 4 ( 6 ) , 7 9 5 – 8 0 6 .
[ 1 1 4 ] J o s e p h , V . R . , E . G u l , a n d S . B a ( 2 0 1 5 ) . M a x i m u m p r o j e c t i o n
d e s i g n s f o r c o m p u t e r e x p e r i m e n t s . B i o m e t r i k a 1 0 2 ( 2 ) , 3 7 1 – 3 8 0 .
[ 1 1 5 ] K a l e , A . , F . N g u y e n , M . K a y , a n d J . H u l l m a n ( 2 0 1 8 ) . H y p o t h e t i c a l
O u t c o m e P l o t s H e l p U n t r a i n e d O b s e r v e r s J u d g e T r e n d s i n A m b i g u o u s
D a t a . T r a n s a c t i o n s o n V i s u a l i z a t i o n a n d C o m p u t e r G r a p h i c s .
P a g e 1 9 3 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
A P P E N D I X D . B A T M A N ’ S A P I
[ 1 1 6 ] K a m a l i , R . a n d A . B i n e s h ( 2 0 0 8 , O c t o b e r ) . T h e i m p o r t a n c e o f r i b
s h a p e e f f e c t s o n t h e l o c a l h e a t t r a n s f e r a n d f l o w f r i c t i o n c h a r a c t e r -
i s t i c s o f s q u a r e d u c t s w i t h r i b b e d i n t e r n a l s u r f a c e s . I n t e r n a t i o n a l
C o m m u n i c a t i o n s i n H e a t a n d M a s s T r a n s f e r 3 5 ( 8 ) , 1 0 3 2 – 1 0 4 0 .
[ 1 1 7 ] K a y , M . , T . K o l a , J . R . H u l l m a n , a n d S . A . M u n s o n ( 2 0 1 6 ) . W h e n
( i s h ) i s m y b u s ? u s e r - c e n t e r e d v i s u a l i z a t i o n s o f u n c e r t a i n t y i n
e v e r y d a y , m o b i l e p r e d i c t i v e s y s t e m s . I n p r o c e e d i n g s o f t h e 2 0 1 6 c h i
c o n f e r e n c e o n h u m a n f a c t o r s i n c o m p u t i n g s y s t e m s , p p . 5 0 9 2 – 5 1 0 3 .
[ 1 1 8 ] k e n n e d y , m . c . a n d a . o ’ h a g a n ( 2 0 0 0 ) . p r e d i c t i n g t h e o u t p u t f r o m
a c o m p l e x c o m p u t e r c o d e w h e n f a s t a p p r o x i m a t i o n s a r e a v a i l a b l e .
b i o m e t r i k a 8 7 ( 1 ) , 1 – 1 3 .
[ 1 1 9 ] k e n n e d y , m . c . a n d a . o ’ h a g a n ( 2 0 0 1 , a u g ) . b a y e s i a n c a l i b r a t i o n
o f c o m p u t e r m o d e l s . j o u r n a l o f t h e r o y a l s t a t i s t i c a l s o c i e t y : s e r i e s b
( s t a t i s t i c a l m e t h o d o l o g y ) 6 3 ( 3 ) , 4 2 5 – 4 6 4 .
[ 1 2 0 ] K i m , H . a n d K . K i m ( 2 0 0 4 , N o v e m b e r ) . D e s i g n o p t i m i z a t i o n o f r i b -
r o u g h e n e d c h a n n e l t o e n h a n c e t u r b u l e n t h e a t t r a n s f e r . I n t e r n a t i o n a l
J o u r n a l o f H e a t a n d M a s s T r a n s f e r 4 7 ( 2 3 ) , 5 1 5 9 – 5 1 6 8 .
[ 1 2 1 ] K i m , J . , K . J a n s e n , a n d M . J e n s e n ( 2 0 0 4 , J a n u a r y ) . S i m u l a t i o n o f
t h r e e - d i m e n s i o n a l i n c o m p r e s s i b l e t u r b u l e n t f l o w i n s i d e t u b e s w i t h
h e l i c a l f i n s . N u m e r i c a l H e a t T r a n s f e r P a r t B 4 6 ( 3 ) , 1 9 5 – 2 2 1 .
[ 1 2 2 ] K i m , J . , P . M o i n , a n d R . D . M o s e r ( 1 9 8 7 , A p r i l ) . T u r b u l e n c e s t a t i s t i c s
i n f u l l y d e v e l o p e d c h a n n e l f l o w a t l o w r e y n o l d s n u m b e r . J o u r n a l o f
F l u i d M e c h a n i c s 1 7 7 , 1 3 3 – 1 6 6 .
[ 1 2 3 ] K o h a v i , R . ( 1 9 9 5 ) . A S t u d y o f C r o s s - V a l i d a t i o n a n d B o o t s t r a p
f o r A c c u r a c y E s t i m a i t o n a n d M o d e l S e l e c t i o n . I n I n t e r n a t i o n a l J o i n t
C o n f e r e n c e o n A r t i f i c i a l I n t e l l i g e n c e .
[ 1 2 4 ] K o l m o g o r o v , A . N . ( 1 9 4 1 ) . T h e l o c a l s t r u c t u r e o f t u r b u l e n c e i n
i n c o m p r e s s i b l e v i s c o u s f l u i d f o r v e r y l a r g e r e y n o l d s n u m b e r s . D o k l a d y
A k a d e m i i a N a u k S S S R 3 0 , 3 0 1 – 3 0 5 .
[ 1 2 5 ] K r a u s e , P . , D . P . B o y l e , a n d F . B ä s e ( 2 0 0 5 ) . C o m p a r i s o n o f d i f f e r e n t
e f f i c i e n c y c r i t e r i a f o r h y d r o l o g i c a l m o d e l a s s e s s m e n t . A d v a n c e s i n
G e o s c i e n c e s 5 ( 8 9 ) , 8 9 – 9 7 .
[ 1 2 6 ] K r i g e , D . G . , M . G u a r a s c i o , a n d F . A . C a m i s a n i - C a l z o l a r i ( 1 9 8 9 ) .
E a r l y S o u t h A f r i c a n g e o s t a t i s t i c a l t e c h n i q u e s i n t o d a y ’ s p e r s p e c t i v e .
G e o s t a t i s t i c s 1 , 1 – 1 9 .
[ 1 2 7 ] K u c h e r e n k o , S . , D . A l b r e c h t , a n d A . S a l t e l l i ( 2 0 1 5 ) . E x p l o r i n g m u l t i -
d i m e n s i o n a l s p a c e s : a c o m p a r i s o n o f l a t i n h y p e r c u b e a n d q u a s i
m o n t e c a r l o s a m p l i n g t e c h n i q u e s . T h e 8 t h I M A C S s e m i n a r o n M o n t e
C a r l o m e t h o d s , 1 – 3 2 .
P a g e 1 9 4 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
[ 1 2 8 ] K u c h e r e n k o , S . a n d S . S o n g ( 2 0 1 6 ) . D e r i v a t i v e - b a s e d g l o b a l s e n -
s i t i v i t y m e a s u r e s a n d t h e i r l i n k w i t h s o b o l ’ s e n s i t i v i t y i n d i c e s . S p r i n g e r
P r o c e e d i n g s i n M a t h e m a t i c s a n d S t a t i s t i c s 1 6 3 , 4 5 5 – 4 6 9 .
[ 1 2 9 ] K u c h e r e n k o , S . a n d S . S o n g ( 2 0 1 7 ) . D i f f e r e n t n u m e r i c a l e s t i m a t o r s
f o r m a i n e f f e c t g l o b a l s e n s i t i v i t y i n d i c e s . R e l i a b i l i t y E n g i n e e r i n g a n d
S y s t e m S a f e t y 1 6 5 ( A p r i l ) , 2 2 2 – 2 3 8 .
[ 1 3 0 ] K u c h e r e n k o , S . , S . T a r a n t o l a , a n d P . A n n o n i ( 2 0 1 2 ) . E s t i m a t i o n
o f g l o b a l s e n s i t i v i t y i n d i c e s f o r m o d e l s w i t h d e p e n d e n t v a r i a b l e s .
C o m p u t e r P h y s i c s C o m m u n i c a t i o n s 1 8 3 ( 4 ) , 9 3 7 – 9 4 6 .
[ 1 3 1 ] L a m b o n i , M . , H . M o n o d , a n d D . M a k o w s k i ( 2 0 1 1 ) . M u l t i v a r i a t e
s e n s i t i v i t y a n a l y s i s t o m e a s u r e g l o b a l c o n t r i b u t i o n o f i n p u t f a c t o r s i n
d y n a m i c m o d e l s . R e l i a b i l i t y E n g i n e e r i n g a n d S y s t e m S a f e t y 9 6 ( 4 ) ,
4 5 0 – 4 5 9 .
[ 1 3 2 ] L e G r a t i e t , L . ( 2 0 1 3 ) . M u l t i - f i d e l i t y g a u s s i a n p r o c e s s r e g r e s s i o n
f o r c o m p u t e r e x p e r i m e n t s . P h . D . t h e s i s , U n i v e r s i t é d e p a r i s - d i d e r o t .
[ 1 3 3 ] L e G r a t i e t , L . , C . C a n n a m e l a , a n d B . I o o s s ( 2 0 1 4 ) . A b a y e s i a n a p -
p r o a c h f o r g l o b a l s e n s i t i v i t y a n a l y s i s o f ( m u l t i f i d e l i t y ) c o m p u t e r c o d e s .
S I A M / A S A J o u r n a l o n U n c e r t a i n t y Q u a n t i f i c a t i o n 2 ( 1 ) , 3 3 6 – 3 6 3 .
[ 1 3 4 ] L e G r a t i e t , L . , S . M a r e l l i , a n d B . S u d r e t ( 2 0 1 7 ) . M e t a m o d e l - B a s e d
S e n s i t i v i t y A n a l y s i s : P o l y n o m i a l C h a o s E x p a n s i o n s a n d G a u s s i a n
P r o c e s s e s . I n H a n d b o o k o f U n c e r t a i n t y Q u a n t i f i c a t i o n , p p . 1 – 3 7 .
S p r i n g e r I n t e r n a t i o n a l P u b l i s h i n g .
[ 1 3 5 ] L e M a i t r e , O . a n d O . K n i o ( 2 0 1 0 ) . S p e c t r a l M e t h o d s f o r U n c e r t a i n t y
Q u a n t i f i c a t i o n . S p r i n g e r .
[ 1 3 6 ] L e M a î t r e , O . P . a n d O . M . K n i o ( 2 0 1 0 ) . S p e c t r a l M e t h o d s f o r
U n c e r t a i n t y Q u a n t i f i c a t i o n .
[ 1 3 7 ] L e k i v e t z , R . a n d B . J o n e s ( 2 0 1 5 , j u l ) . F a s t F l e x i b l e S p a c e - F i l l i n g
D e s i g n s f o r N o n r e c t a n g u l a r R e g i o n s . Q u a l i t y a n d R e l i a b i l i t y E n g i n e e r -
i n g I n t e r n a t i o n a l 3 1 ( 5 ) , 8 2 9 – 8 3 7 .
[ 1 3 8 ] L e w a n d o w s k i , J . J . a n d M . S e i f i ( 2 0 1 6 ) . M e t a l a d d i t i v e m a n u f a c -
t u r i n g : a r e v i e w o f m e c h a n i c a l p r o p e r t i e s . A n n u a l R e v i e w o f M a t e r i a l s
R e s e a r c h 4 6 ( 1 ) , 1 5 1 – 1 8 6 .
[ 1 3 9 ] L i , J . a n d D . X i u ( 2 0 0 8 ) . O n n u m e r i c a l p r o p e r t i e s o f t h e e n s e m b l e
K a l m a n f i l t e r f o r d a t a a s s i m i l a t i o n . C o m p u t . M e t h o d s A p p l . M e c h .
E n g r g . 1 9 7 , 3 5 7 4 – 3 5 8 3 .
[ 1 4 0 ] L i , J . a n d D . X i u ( 2 0 0 9 ) . A g e n e r a l i z e d p o l y n o m i a l c h a o s b a s e d
e n s e m b l e k a l m a n f i l t e r w i t h h i g h a c c u r a c y . J o u r n a l o f C o m p u t a t i o n a l
P h y s i c s 2 2 8 ( 1 5 ) , 5 4 5 4 – 5 4 6 9 .
P a g e 1 9 5 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
A P P E N D I X D . B A T M A N ’ S A P I
[ 1 4 1 ] L i a n g , G . , C . K w o k F a i , a n d M . H . K o b a y a s h i ( 2 0 0 8 ) . S t o c h a s -
t i c s o l u t i o n f o r u n c e r t a i n t y p r o p a g a t i o n i n n o n l i n e a r s h a l l o w - w a t e r
e q u a t i o n s . J o u r n a l o f H y d r a u l i c E n g i n e e r i n g 1 3 4 ( 1 2 ) , 1 7 3 2 – 1 7 4 3 .
[ 1 4 2 ] L i l l e y , D . G . ( 1 9 7 7 ) . S w i r l f l o w s i n c o m b u s t i o n : a r e v i e w . A I A A
J o u r n a l 1 5 ( 8 ) , 1 0 6 3 – 1 0 7 8 .
[ 1 4 3 ] L i o u , T . , S . C h e n , a n d K . S h i h ( 2 0 0 2 , O c t o b e r ) . N u m e r i c a l s i m u -
l a t i o n o f t u r b u l e n t f l o w f i e l d a n d h e a t t r a n s f e r i n a t w o - d i m e n s i o n a l
c h a n n e l w i t h p e r i o d i c s l i t r i b s . I n t e r n a t i o n a l J o u r n a l o f H e a t a n d M a s s
T r a n s f e r 4 5 ( 2 2 ) , 4 4 9 3 – 4 5 0 5 .
[ 1 4 4 ] L i o u , T . , J . H w a n g , a n d S . C h e n ( 1 9 9 3 , J a n u a r y ) . S i m u l a t i o n a n d
m e a s u r e m e n t o f e n h a n c e d t u r b u l e n t h e a t t r a n s f e r i n a c h a n n e l w i t h
p e r i o d i c r i b s o n o n e p r i n c i p a l w a l l . I n t e r n a t i o n a l J o u r n a l o f H e a t a n d
M a s s T r a n s f e r 3 6 ( 2 ) , 5 0 7 – 5 1 7 .
[ 1 4 5 ] L i u , H . , Y . S . O n g , a n d J . C a i ( 2 0 1 8 ) . A s u r v e y o f a d a p t i v e s a m p l i n g
f o r g l o b a l m e t a m o d e l i n g i n s u p p o r t o f s i m u l a t i o n - b a s e d c o m p l e x e n -
g i n e e r i n g d e s i g n . S t r u c t u r a l a n d M u l t i d i s c i p l i n a r y O p t i m i z a t i o n 5 7 ( 1 ) ,
3 9 3 – 4 1 6 .
[ 1 4 6 ] L i u , X . a n d M . J e n s e n ( 2 0 0 1 , M a y ) . G e o m e t r y e f f e c t s o n t u r b u l e n t
f l o w a n d h e a t t r a n s f e r i n i n t e r n a l l y f i n n e d t u b e s . J o u r n a l o f H e a t
T r a n s f e r 1 2 3 ( 6 ) , 1 0 3 5 – 1 0 4 4 .
[ 1 4 7 ] L o c k w o o d , B . a n d M . A n i t e s c u ( 2 0 1 2 ) . G r a d i e n t - e n h a n c e d u n i -
v e r s a l k r i g i n g f o r u n c e r t a i n t y p r o p a g a t i o n . N u c l e a r S c i e n c e a n d
E n g i n e e r i n g , 1 – 3 2 .
[ 1 4 8 ] L u c o r , D . , J . M e y e r s , a n d P . S a g a u t ( 2 0 0 7 , a u g ) . S e n s i t i v i t y a n a l -
y s i s o f l a r g e - e d d y s i m u l a t i o n s t o s u b g r i d - s c a l e - m o d e l p a r a m e t r i c
u n c e r t a i n t y u s i n g p o l y n o m i a l c h a o s . J o u r n a l o f F l u i d M e c h a n i c s 5 8 5 ,
2 5 5 – 2 7 9 .
[ 1 4 9 ] M a , T . , Q . W a n g , M . Z e n g , Y . C h e n , Y . L i u , a n d V . N a g a r a j a n ( 2 0 1 2 ,
N o v e m b e r ) . S t u d y o n h e a t t r a n s f e r a n d p r e s s u r e d r o p p e r f o r m a n c e s
o f r i b b e d c h a n n e l i n t h e h i g h t e m p e r a t u r e h e a t e x c h a n g e r . A p p l i e d
E n e r g y 9 9 , 3 9 3 – 4 0 1 .
[ 1 5 0 ] M a r g h e r i , L . a n d P . S a g a u t ( 2 0 1 6 ) . A h y b r i d a n c h o r e d - A N O V A -
P O D / K r i g i n g m e t h o d f o r u n c e r t a i n t y q u a n t i f i c a t i o n i n u n s t e a d y h i g h -
f i d e l i t y C F D s i m u l a t i o n s . J o u r n a l o f C o m p u t a t i o n a l P h y s i c s 3 2 4 ,
1 3 7 – 1 7 3 .
[ 1 5 1 ] M a r r e l , A . , B . I o o s s , S . D a V e i g a , a n d M . R i b a t e t ( 2 0 1 2 , m a y ) .
G l o b a l s e n s i t i v i t y a n a l y s i s o f s t o c h a s t i c c o m p u t e r m o d e l s w i t h j o i n t
m e t a m o d e l s . S t a t i s t i c s a n d C o m p u t i n g 2 2 ( 3 ) , 8 3 3 – 8 4 7 .
[ 1 5 2 ] M a r r e l , A . , B . I o o s s , B . L a u r e n t , a n d O . R o u s t a n t ( 2 0 0 9 ) . C a l c u l a -
t i o n s o f s o b o l i n d i c e s f o r t h e g a u s s i a n p r o c e s s m e t a m o d e l . R e l i a b i l i t y
E n g i n e e r i n g & S y s t e m S a f e t y 9 4 ( 3 ) , 7 4 2 – 7 5 1 .
P a g e 1 9 6 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
[ 1 5 3 ] M a r r e l , A . , N . S a i n t - G e o u r s , a n d M . D e L o z z o ( 2 0 1 5 ) . S e n s i t i v i t y
A n a l y s i s o f S p a t i a l a n d / o r T e m p o r a l P h e n o m e n a . I n H a n d b o o k o f U n -
c e r t a i n t y Q u a n t i f i c a t i o n , p p . 1 – 3 1 . S p r i n g e r I n t e r n a t i o n a l P u b l i s h i n g .
[ 1 5 4 ] M a r t i n , J . D . a n d T . W . S i m p s o n ( 2 0 0 5 ) . U s e o f K r i g i n g M o d e l s t o
A p p r o x i m a t e D e t e r m i n i s t i c C o m p u t e r M o d e l s . A I A A J o u r n a l 4 3 ( 4 ) ,
8 5 3 – 8 6 3 .
[ 1 5 5 ] M a s q u e l e t , M . , J . Y a n n , A . D o r d , G . L a s k o w s k i , S . L e e , L . J o f r e ,
a n d G . I a c c a r i n o ( 2 0 1 7 ) . U n c e r t a i n t y Q u a n t i f i c a t i o n i n L a r g e E d d y
S i m u l a t i o n s o f a R i c h - D o m e A v i a t i o n G a s T u r b i n e . A S M E T u r b o E x p o
2 0 1 7 : T u r b i n e T e c h n i c a l C o n f e r e n c e a n d E x p o s i t i o n , p p . 1 – 1 1 .
[ 1 5 6 ] M a t g e n , P . , M . M o n t a n a r i , R . H o s t a c h e , L . P f i s t e r , L . H o f f m a n n ,
D . P l a z a , V . P a u w e l s , G . D e L a n n o y , R . D e K e y s e r , a n d H . S a v e n i j e
( 2 0 1 0 ) . T o w a r d s t h e s e q u e n t i a l a s s i m i l a t i o n o f S A R - d e r i v e d w a t e r
s t a g e s i n t o h y d r a u l i c m o d e l s u s i n g t h e P a r t i c l e F i l t e r : P r o o f o f c o n -
c e p t . H y d r o l o g y a n d E a r t h S y s t e m S c i e n c e s 1 4 , 1 7 7 3 – 1 7 8 5 .
[ 1 5 7 ] M a y o , I . , B . C . C e r n a t , M . V i r g i l i o , A . P a p p a , a n d T . A r t s ( 2 0 1 6 ) .
A e r o t h e r m a l i n v e s t i g a t i o n o n t h e f l o w a n d h e a t t r a n s f e r i n a h e l i c a l l y
c o r r u g a t e d c o o l i n g c h a n n e l . I n A S M E T u r b o E x p o 2 0 1 6 : T u r b i n e
T e c h n i c a l C o n f e r e n c e a n d E x p o s i t i o n .
[ 1 5 8 ] M c k a y , M . D . , R . J . B e c k m a n , a n d W . J . C o n o v e r ( 1 9 7 9 ) . A C o m -
p a r i s o n o f T h r e e M e t h o d s f o r S e l e c t i n g V a l u e s o f I n p u t V a r i a b l e s i n
t h e A n a l y s i s o f O u t p u t f r o m a C o m p u t e r C o d e . T e c h n o m e t r i c s 2 1 ( 2 ) ,
2 3 9 – 2 4 5 .
[ 1 5 9 ] M e r k l e , K . ( 2 0 0 6 ) . E i n f l u s s g l e i c h - u n d g e g e n s i n n i g e r d r e h r i c h -
t u n g d e r v e r b r e n n u n g s l u f t s t r ö m e a u f d i e s t a b i l i s i e r u n g t u r b u l e n t e r
d o p p e l d r a l l - d i f f u s i o n s f l a m m e n . P h . D . t h e s i s , U n i v e r s i t ä t F r i d e r i c i a n a
K a r l s r u h e .
[ 1 6 0 ] M i g l i o r a t i , G . , F . N o b i l e , E . V o n S c h w e r i n , a n d R . T e m p o n e ( 2 0 1 3 ) .
A p p r o x i m a t i o n o f q u a n t i t i e s o f i n t e r e s t i n s t o c h a s t i c P D E s b y t h e
r a n d o m D i s c r e t L 2 P r o j e c t i o n o n p o l y n o m i a l s p a c e s . S I A M J . S c i
C o m p u t . 3 5 ( 3 ) , A 1 4 4 0 – A 1 4 6 0 .
[ 1 6 1 ] M o l g a , M . a n d C . S m u t n i c k i ( 2 0 0 5 ) . T e s t f u n c t i o n s f o r o p t i m i z a t i o n
n e e d s . ( c ) , 1 – 4 3 .
[ 1 6 2 ] M o r a d k h a n i , H . , S . S o r o o s h i a n , H . G u p t a , a n d P . H o u s e r ( 2 0 0 5 ) .
D u a l s t a t e - p a r a m e t e r e s t i m a t i o n o f h y d r o l o g i c a l m o d e l s u s i n g e n -
s e m b l e K a l m a n f i l t e r . A d v a n c e s i n W a t e r R e s o u r c e s 2 8 , 1 3 5 – 1 4 7 .
[ 1 6 3 ] M o r e l a n d , K . ( 2 0 1 6 ) . W h y w e u s e b a d c o l o r m a p s a n d w h a t y o u
c a n d o a b o u t i t . I n P r o c e e d i n g s o f H u m a n V i s i o n a n d E l e c t r o n i c
I m a g i n g ( H V E I ) .
[ 1 6 4 ] M o r r i s , M . D . ( 1 9 9 1 ) . F a c t o r i a l s a m p l i n g p l a n s f o r p r e l i m i n a r y
c o m p u t a t i o n a l e x p e r i m e n t s . T e c h n o m e t r i c s 3 3 ( 2 ) , 1 6 1 – 1 7 4 .
P a g e 1 9 7 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
A P P E N D I X D . B A T M A N ’ S A P I
[ 1 6 5 ] N a g a n o , Y . , H . H a t t o r i , S . Y . Y a s u i , a n d T . H o u r a ( 2 0 0 4 , J u n e ) . D n s
o f v e l o c i t y a n d t h e r m a l f i e l d i n t u r b u l e n t c h a n n e l f l o w w i t h t r a n s v e r s e -
r i b r o u g h n e s s . I n t e r n a t i o n a l J o u r n a l o f H e a t a n d F l u i d F l o w 2 5 ( 3 ) ,
3 9 3 – 4 0 3 .
[ 1 6 6 ] N i c o u d , F . , H . B a y a T o d a , o . C a b r i t , S . B o s e , a n d J . L e e ( 2 0 1 1 ) .
U s i n g s i n g u l a r v a l u e s t o b u i l d a s u b g r i d - s c a l e m o d e l f o r l a r g e e d d y
s i m u l a t i o n s . P h y s . F l u i d s 2 3 .
[ 1 6 7 ] N i c o u d , F . a n d F . D u c r o s ( 1 9 9 9 ) . S u b g r i d - s c a l e s t r e s s m o d e l l i n g
b a s e d o n t h e s q u a r e o f t h e v e l o c i t y g r a d i e n t . F l o w T u r b . a n d C o m -
b u s t i o n 6 2 ( 3 ) , 1 8 3 – 2 0 0 .
[ 1 6 8 ] O a k l e y , J . a n d A . O ’ H a g a n ( 2 0 0 4 ) . P r o b a b i l i s t i c s e n s i t i v i t y a n a l y -
s i s o f c o m p l e x m o d e l s : a b a y e s i a n a p p r o a c h . J o u r n a l o f t h e R o y a l
S t a t i s t i c a l S o c i e t y : S e r i e s B ( S t a t i s t i c a l M e t h o d o l o g y ) 6 6 ( 3 ) , 7 5 1 – 7 6 9 .
[ 1 6 9 ] O o i , A . , G . I a c c a r i n o , P . D u r b i n , a n d M . B e h n i a ( 2 0 0 2 , D e c e m b e r ) .
R e y n o l d s a v e r a g e d s i m u l a t i o n o f f l o w a n d h e a t t r a n s f e r i n r i b b e d
d u c t s . I n t e r n a t i o n a l J o u r n a l o f H e a t a n d F l u i d F l o w 2 3 ( 6 ) , 7 5 0 – 7 5 7 .
[ 1 7 0 ] O w e n , A . B . ( 1 9 9 8 ) . S c r a m b l i n g S o b o l ’ a n d N i e d e r r e i t e r - X i n g
p o i n t s . J o u r n a l o f C o m p l e x i t y 1 4 ( 4 ) , 4 6 6 – 4 8 9 .
[ 1 7 1 ] O w e n , N . , P . C h a l l e n o r , P . P . M e n o n , a n d S . B e n n a n i ( 2 0 1 7 ) . C o m -
p a r i s o n o f s u r r o g a t e - b a s e d u n c e r t a i n t y q u a n t i f i c a t i o n m e t h o d s f o r
c o m p u t a t i o n a l l y e x p e n s i v e s i m u l a t o r s . S I A M / A S A J . U n c e r t a i n t y Q u a n -
t i f i c a t i o n 5 ( 1 ) , 4 0 3 – 4 3 5 .
[ 1 7 2 ] P a d r o n , A . S . , J . J . A l o n s o , F . P a l a c i o s , M . F . B a r o n e , a n d M . S .
E l d r e d ( 2 0 1 4 , j u n ) . M u l t i - f i d e l i t y u n c e r t a i n t y q u a n t i f i c a t i o n : a p p l i c a -
t i o n t o a v e r t i c a l a x i s w i n d t u r b i n e u n d e r a n e x t r e m e g u s t . I n 1 5 t h
a i a a / i s s m o m u l t i d i s c i p l i n a r y a n a l y s i s a n d o p t i m i z a t i o n c o n f e r e n c e ,
N u m b e r j u n e , r e s t o n , v i r g i n i a , p p . 1 – 1 8 . A I A A .
[ 1 7 3 ] P a r r i s h , M . , H . M o r a d k h a n i , a n d C . D e c h a n t ( 2 0 1 2 ) . T o w a r d r e d u c -
t i o n o f m o d e l u n c e r t a i n t y : I n t e g r a t i o n o f B a y e s i a n m o d e l a v e r a g i n g
a n d d a t a a s s i m i l a t i o n . W a t e r R e s o u r c e s R e s e a r c h 4 8 ( W 0 3 5 1 9 ) , 1 – 1 8 .
[ 1 7 4 ] P e d r e g o s a , F . , G . V a r o q u a u x , A . G r a m f o r t , V . M i c h e l , B . T h i r i o n ,
O . G r i s e l , M . B l o n d e l , P . P r e t t e n h o f e r , R . W e i s s , V . D u b o u r g , J . V a n d e r -
p l a s , A . P a s s o s , D . C o u r n a p e a u , M . B r u c h e r , M . P e r r o t , a n d É . D u c h -
e s n a y ( 2 0 1 2 ) . S c i k i t - l e a r n : M a c h i n e L e a r n i n g i n P y t h o n . J o u r n a l o f
M a c h i n e L e a r n i n g R e s e a r c h 1 2 ( 2 8 2 5 - 2 8 3 0 ) .
[ 1 7 5 ] P e h e r s t o r f e r , B . a n d K . W i l l c o x ( 2 0 1 6 ) . S u r v e y o f m u l t i f i d e l i t y
m e t h o d s i n u n c e r t a i n t y p r o p a g a t i o n , i n f e r e n c e , a n d o p t i m i z a t i o n .
T e c h n i c a l r e p o r t , A e r o s p a c e c o m p u t a t i o n a l d e s i g n l a b o r a t o r y .
[ 1 7 6 ] P e r r y , A . E . , W . H . S c h o f i e l d , a n d P . N . J o u b e r t ( 1 9 6 9 , J u n e ) . R o u g h
w a l l t u r b u l e n t b o u n d a r y l a y e r s . J o u r n a l o f F l u i d M e c h a n i c s 3 7 ( 2 ) ,
3 8 3 – 4 1 3 .
P a g e 1 9 8 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
[ 1 7 7 ] P e t u k h o v , B . a n d V . P o p o v ( 1 9 6 3 ) . T h e o r e t i c a l c a l c u l a t i o n o f
h e a t e x c h a n g e a n d f r i c t i o n a l r e s i s t a n c e i n t u r b u l e n t f l o w i n t u b e s
o f a n i n c o m p r e s s i b l e f l u i d w i t h v a r i a b l e p h y s i c a l p r o p e r t i e s . H i g h
T e m p e r a t u r e H e a t P h y s i c s 1 , 6 9 – 8 3 .
[ 1 7 8 ] P i c h l e r , R . , J . K o p r i v a , G . L a s k o w s k i , V . M i c h e l a s s i , a n d R . S a n d -
b e r g ( 2 0 1 6 ) . H i g h l y r e s o l v e d L E S o f a l i n e a r h p t v a n e c a s c a d e u s i n g
s t r u c t u r e d a n d u n s t r u c t u r e d c o d e s . I n T u r b o m a c h i n e r y T e c h n i c a l
C o n f e r e n c e a n d E x p o s i t i o n g t 2 0 1 6 , S e o u l , p p . 1 – 1 0 .
[ 1 7 9 ] P i l k e y , O . H . a n d L . P i l k e y - J a r v i s ( 2 0 0 6 ) . U s e l e s s A r i t h m e t i c : W h y
E n v i r o n m e n t a l S c i e n t i s t s C a n ’ t P r e d i c t t h e F u t u r e .
[ 1 8 0 ] P l i s c h k e , E . ( 2 0 1 2 ) . A n a d a p t i v e c o r r e l a t i o n r a t i o m e t h o d u s i n g
t h e c u m u l a t i v e s u m o f t h e r e o r d e r e d o u t p u t . R e l i a b i l i t y E n g i n e e r i n g
a n d S y s t e m S a f e t y 1 0 7 , 1 4 9 – 1 5 6 .
[ 1 8 1 ] P o i n s o t , T . a n d S . K . L e l e ( 1 9 9 2 ) . B o u n d a r y c o n d i t i o n s f o r d i r e c t
s i m u l a t i o n s o f c o m p r e s s i b l e v i s c o u s f l o w s . J . C o m p . P h y s i c s 1 0 1 ( 1 ) ,
1 0 4 – 1 2 9 .
[ 1 8 2 ] P o p e l i n , A . - L . a n d B . I o o s s ( 2 0 1 3 , j u n ) . v i s u a l i z a t i o n t o o l s f o r u n -
c e r t a i n t y a n d s e n s i t i v i t y a n a l y s e s o n t h e r m a l - h y d r a u l i c t r a n s i e n t s . I n
D . C a r u g e , C . C a l v i n , C . D i o p , F . m a l v a g i , a n d J . - C . T r a m a ( E d s . ) , J o i n t
I n t e r n a t i o n a l C o n f e r e n c e o n S u p e r c o m p u t i n g i n N u c l e a r A p p l i c a t i o n s ,
l e s u l i s , f r a n c e , p p . 0 3 4 0 3 . e d p s c i e n c e s .
[ 1 8 3 ] P o t t e r , K . , P . R o s e n , a n d C . R . J o h n s o n ( 2 0 1 2 ) . F r o m q u a n t i f i c a t i o n
t o v i s u a l i z a t i o n : a t a x o n o m y o f u n c e r t a i n t y v i s u a l i z a t i o n a p p r o a c h e s .
I F I P A d v a n c e s i n I n f o r m a t i o n a n d C o m m u n i c a t i o n T e c h n o l o g y 3 7 7
a i c t , 2 2 6 – 2 4 7 .
[ 1 8 4 ] P r o n z a t o , L . ( 2 0 1 7 ) . M i n i m a x a n d m a x i m i n s p a c e - f i l l i n g d e s i g n s :
s o m e p r o p e r t i e s a n d m e t h o d s f o r c o n s t r u c t i o n . J o u r n a l d e l a S o c i é t é
F r a n ç a i s e d e S t a t i s t i q u e 1 5 8 ( 1 ) , 7 – 3 6 .
[ 1 8 5 ] Q u a r t a p e l l e , L . a n d V . S e l m i n ( 1 9 9 3 ) . H i g h - o r d e r T a y l o r - G a l e r k i n
m e t h o d s f o r n o n - l i n e a r m u l t i d i m e n s i o n a l p r o b l e m s .
[ 1 8 6 ] R a i d o u , R . G . , M . E i s e m a n n , M . B r e e u w e r , E . E i s e m a n n , a n d
A . V i l a n o v a ( 2 0 1 6 ) . O r i e n t a t i o n - E n h a n c e d P a r a l l e l C o o r d i n a t e P l o t s .
I E E E T r a n s a c t i o n s o n V i s u a l i z a t i o n a n d C o m p u t e r G r a p h i c s 2 2 ( 1 ) ,
5 8 9 – 5 9 8 .
[ 1 8 7 ] R a i s s i , M . a n d G . K a r n i a d a k i s ( 2 0 1 6 , a p r ) . D e e p m u l t i - f i d e l i t y
g a u s s i a n p r o c e s s e s . ( 1 ) , 1 – 1 4 .
[ 1 8 8 ] R a s m u s s e n , C . a n d C . W i l l i a m s ( 2 0 0 6 ) . G a u s s i a n p r o c e s s e s f o r
m a c h i n e l e a r n i n g . M I T P r e s s .
P a g e 1 9 9 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
A P P E N D I X D . B A T M A N ’ S A P I
[ 1 8 9 ] R a v i g u r u r a j a n , T . S . a n d A . E . B e r g l e s ( 1 9 9 6 ) . D e v e l o p m e n t a n d
v e r i f i c a t i o n o f g e n e r a l c o r r e l a t i o n s f o r p r e s s u r e d r o p a n d h e a t t r a n s f e r
i n s i n g l e - p h a s e t u r b u l e n t f l o w i n e n h a n c e d t u b e s . E x p e r i m e n t a l
T h e r m a l a n d F l u i d S c i e n c e 1 3 ( 1 ) , 5 5 – 7 0 .
[ 1 9 0 ] R e n , B . , S . B a c a l l a d o , S . F a v a r o , S . H o l m e s , a n d L . T r i p p a ( 2 0 1 7 ) .
B a y e s i a n n o n P a r a m e t r i c O r d i n a t i o n f o r t h e A n a l y s i s o f M i c r o b i a l C o m -
m u n i t i e s . J o u r n a l o f t h e A m e r i c a n S t a t i s t i c a l A s s o c i a t i o n 1 1 2 ( 5 2 0 ) ,
1 4 3 0 – 1 4 4 2 .
[ 1 9 1 ] R i b é s , A . , J . P o u d e r o u x , A . - L . P o p e l i n , a n d B . I o o s s ( 2 0 1 5 ) . U n d e r -
s t a n d i n g e n s e m b l e s b y j o i n t i n t e r a c t i v e s t a t i s t i c a l a n a l y s i s o f c u r v e
d a t a s e t s a n d t h e i r p r i n c i p a l c o m p o n e n t a n a l y s i s .
[ 1 9 2 ] R o c h o u x , M . , S . R i c c i , B . L u c o r , D . a n d C u e n o t , a n d A . T r o u v é
( 2 0 1 4 ) . T o w a r d s p r e d i c t i v e d a t a - d r i v e n s i m u l a t i o n s o f w i l d f i r e s p r e a d
- P a r t 1 : R e d u c e d - c o s t E n s e m b l e K a l m a n F i l t e r b a s e d o n a P o l y n o m i a l
C h a o s s u r r o g a t e m o d e l f o r p a r a m e t e r e s t i m a t i o n . N a t . H a z a r d s a n d
E a r t h S y s t . S c i . 1 4 ( 1 1 ) , 2 9 5 1 – 2 9 7 3 .
[ 1 9 3 ] R o g a l l o , R . S . a n d P . M o i n ( 1 9 8 4 , J a n u a r y ) . N u m e r i c a l s i m u l a t i o n
o f t u r b u l e n t f l o w s . A n n u a l R e v i e w o f F l u i d M e c h a n i c s 1 6 , 9 9 – 1 3 7 .
[ 1 9 4 ] R y u , D . , D . C h o i , a n d V . P a t e l ( 2 0 0 7 a , O c t o b e r ) . A n a l y s i s o f t u r b u -
l e n t f l o w i n c h a n n e l s r o u g h e n e d b y t w o - d i m e n s i o n a l r i b s a n d t h r e e -
d i m e n s i o n a l b l o c k s . p a r t i : R e s i s t a n c e . I n t e r n a t i o n a l J o u r n a l o f H e a t
a n d F l u i d F l o w 2 8 ( 5 ) , 1 0 9 8 – 1 1 1 1 .
[ 1 9 5 ] R y u , D . , D . C h o i , a n d V . P a t e l ( 2 0 0 7 b , O c t o b e r ) . A n a l y s i s o f t u r b u -
l e n t f l o w i n c h a n n e l s r o u g h e n e d b y t w o - d i m e n s i o n a l r i b s a n d t h r e e -
d i m e n s i o n a l b l o c k s . p a r t i i : H e a t t r a n s f e r . I n t e r n a t i o n a l J o u r n a l o f
h e a t a n d F l u i d F l o w 2 8 ( 5 ) , 1 1 1 2 – 1 1 2 4 .
[ 1 9 6 ] S a a d , G . ( 2 0 0 7 ) . S t o c h a s t i c D a t a A s s i m i l a t i o n w i t h A p p l i c a t i o n
t o M u l t i - P h a s e F l o w a n d H e a l t h M o n i t o r i n g P r o b l e m s . P h . D . t h e s i s ,
F a c u l t y o f t h e G r a d u a t e S c h o o l , U n i v e r s i t y o f S o u t h e r n C a l i f o r n i a .
[ 1 9 7 ] S a c k s , J . , W . J . W e l c h , T . J . M i t c h e l l , a n d H . P . W y n n ( 1 9 8 9 ) . D e s i g n
a n d A n a l y s i s o f C o m p u t e r E x p e r i m e n t s . S t a t i s t i c a l S c i e n c e 4 ( 4 ) ,
4 0 9 – 4 2 3 .
[ 1 9 8 ] S a l t e l l i , A . ( 2 0 1 7 ) . A n e w s a m p l e - b a s e d a l g o r i t h m s t o c o m p u t e
t h e t o t a l s e n s i t i v i t y i n d e x . ( M a r c h ) .
[ 1 9 9 ] S a l t e l l i , A . , K . A l e k s a n k i n a , W . B e c k e r , P . F e n n e l l , F . F e r r e t t i ,
N . H o l s t , S . L i , a n d Q . W u ( 2 0 1 9 ) . W h y s o m a n y p u b l i s h e d s e n s i -
t i v i t y a n a l y s e s a r e f a l s e : A s y s t e m a t i c r e v i e w o f s e n s i t i v i t y a n a l y -
s i s p r a c t i c e s . E n v i r o n m e n t a l M o d e l l i n g a n d S o f t w a r e 1 1 4 ( J a n u a r y ) ,
2 9 – 3 9 .
P a g e 2 0 0 P h D T h e s i s , P a m p h i l e T u p u i R O Y
[ 2 0 0 ] S a l t e l l i , A . , P . A n n o n i , I . A z z i n i , F . C a m p o l o n g o , M . R a t t o , a n d
S . T a r a n t o l a ( 2 0 1 0 ) . V a r i a n c e b a s e d s e n s i t i v i t y a n a l y s i s o f m o d e l
o u t p u t . d e s i g n a n d e s t i m a t o r f o r t h e t o t a l s e n s i t i v i t y i n d e x . C o m p u t e r
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